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Resumen

En este trabajo se aborda la modelacion de la conduccién del calor desde la perspectiva de
los métodos analiticos de solucion de la ecuacién de difusion del calor. En particular se
expone el método de la Funcion de Green obtenida mediante separacion de variables en el
caso unidimensional en el cuerpo finito lo cual tiene aplicaciones practicas inmediatas en la
modelacion de situaciones fisicas de interés en la asignatura de Transferencia de Calor. Se
explica con todo detalle el método de separacién de variables asi como la solucion del
problema de Sturm-Liouville asociado. Se espera que este trabajo sirva de referencia como
material de consulta a los interesados en el método y en la modelacion de la conduccion del
calor en general.

Palabras claves: Funcion de Green; separacion de variables; ecuacion del calor;
conduccién del calor.
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INTRODUCCION

Hoy en dia el estudio de los procesos de transferencia de calor es de vital importancia en la
educacién en ingenieria. En una economia global que se contrae y en un mundo de grandes
desafios tecnoldgicos y ambientales, las universidades de todo el mundo se estan
planteando nuevas prioridades educativas y decidiendo qué programas o asignaturas seran
de utilidad y cuales no, para la educacion de las futuras generaciones de ingenieros.

Sin embargo, reconociendo el alto valor que tiene la educacion para la sociedad, las
inversiones en la educacion ingenieril estdn aumentando sostenidamente a nivel global.
Desde el punto de vista pedagdgico hay un interés renovado en la ensefianza de los
fundamentos y principios de las ciencias de manera que estos puedan ser aplicados durante
toda la vida atil del ingeniero. En este sentido, el conocimiento sobre los procesos de
transferencia de calor hace posible su aplicacion en numerosos campos del conocimiento
emergentes del siglo XXI como la generacion y almacenamiento de energias alternativas, el
estudio de efectos ambientales asociados a los cambios de temperatura, tecnologias
aplicadas a la biotecnologia, farmacologia y teoria de la informacion, entre otras.

En Cuba, en la educacion ingeniera falta el estudio sistemético de los métodos analiticos de
solucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. La mayoria de las carreras de
ingenieria en Cuba utilizan asignaturas tales como Transferencia de Calor, Transferencia de
Masa, Procesos de Transporte, etc, para ensefiar a resolver los tipos especificos de
ecuaciones en derivadas parciales que aparecen en los problemas relacionados con la
asignatura.

Sin embargo, no existe una disciplina o asignatura dedicada al estudio matematico de estos
problemas. No tiene hoy el ingeniero cubano una perspectiva clara del alcance de "su
matematica” pues al trabajar problemas especificos sin abstraerse en la matematica, no
domina los aspectos analiticos de rigor matematico. Podria estar intentando resolver una
ecuacion parabdlica para la conduccion del calor y luego intentar resolver la misma
ecuacion para la difusion de particulas (transporte de masa) sin saber que las propiedades
matematicas de la solucion del primer problema le sirven para resolver el segundo.

Es por este motivo que se ha planteado la necesidad de contar con textos explicativos a
manera de guias que, a falta de una asignatura propia y con un programa organizado, llenen
estos vacios en la educacién matematica del ingeniero. La informacion aparece dispersa en
diferentes textos y la idea sera ir organizando en monografias los diferentes intereses para
agrupar bajo una misma tematica toda la informacion dispersa.

En cuanto a la conduccion del calor, los mecanismos de transferencia del calor aparecen
mejor explicados en (Bergman et al., 2011), sin embargo este magnifico texto no tiene el
rigor matematico de tratamiento analitico de las ecuaciones que podemos encontrar en los
textos de (Antufia, 1992; Carslaw and Jaeger, 1959; Cole et al., 2011) aunque tiene
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ejemplos de alto valor pedagdgico y técnico. La explicacion de la deduccién de la ecuacion
del calor se ha tomado de (Bergman et al., 2011), mientras que los métodos de la Funcién
de Green y de separacion de variables se han tomado de diversas fuentes (Cole et al., 2011;
Pinsky, 2003; Tikhonov and Samarskii, 1963; Yakimov, 2016).

El método de la funcion de Green tal y como aparece en (Cole et al., 2011) ha sido
demostrado equivalente a la propuesta de (Antufia, 1992) de separar el problema general de
frontera en varios problemas con diferentes condiciones iniciales y de frontera aplicando el
Principio de Superposicion. No obstante el método de separar en distintos problemas de
frontera corre el riesgo de agotar la cantidad permisible de cuartillas disponible en una
monografia si se quiere resolver al menos un problema con todo detalle.

Por este motivo, dada la dispersion de la informacion en lo referente a los métodos
analiticos para resolver la ecuacion del calor y dado el alto valor pedagogico que se le
atribuye al método de la Funcion de Green se ha planteado como objetivo de este trabajo
exponer el método de la Funcion de Green en la solucién de la ecuacion parabdlica del
calor unidimensional en cuerpos de dimension finita. EI método se aplica, a modo de
ejemplo, en el caso de la conduccién en una pared de diferentes materiales que responden
muy diferentes a la conduccion del calor: acero y madera.

Es nuestro criterio que este trabajo puede ayudar a mejorar la educacion matematica de los
ingenieros y asi acercar un poco a los mismos al campo de la ciencia pura y aplicada.

DESAROLLO
Mecanismos de transferencia de calor. Ley de Fourier de la conduccion.

La transferencia de calor es un proceso que ocurre debido a una diferencia de temperatura
entre dos puntos en el espacio. Los mecanismos 0 modos en que esto puede ocurrir son tres:
conduccion, conveccién y radiacion. La conduccion es el mecanismo de transferencia de
calor que se establece cuando en el medio, que puede ser sélido o fluido (liquido o gas),
existe un gradiente de temperatura y la transferencia ocurre dentro del medio. El término
conveccion se refiere a la transferencia de calor entre una superficie y un fluido en
movimiento que estan a diferentes temperaturas. El tercer modo, la radiacion térmica, se
refiere a la energia calorifica transmitida en forma de ondas electromagnéticas por los
cuerpos calientes. En este trabajo nos concetraremos en el modo de conduccidn del calor.

Los mecanismos fisicos de conduccién del calor en sélidos, liquidos y gases son parecidos
pero tienen sus diferencias. En el caso de gases y liquidos el mecanismo es muy parecido a
la difusion (transporte de masa). Las moléculas de gases o liquidos chocan entre si
transfiriendo energia desde las mas energéticas a las menos energéticas y el transporte se
efectla en la direccion decreciente del gradiente de temperatura impuesto sobre el sistema.
Cuando las moléculas se mueven dentro del medio, difunden la energia asociada a ellas de
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acuerdo a los grados de libertad activados por el aumento de la temperatura del sistema
(traslacionales, rotacionales y por ultimo los vibracionales). Entonces se puede hablar de un
transporte neto de energia debido al movimiento molecular aleatorio como difusion de
energia.

En el caso de los solidos, la conduccion del calor se debe fundamentalmente a la activacion
de modos de vibracion de la red (fonones) que son modos colectivos asociados a toda la red
cristalina y que se activan con el aumento de la temperatura. En el caso de los sélidos
conductores de la electricidad, como los metales, ademas de la transferencia de energia
fononica existe transporte de energia asociado al movimiento de los electrones libres (de
conduccion) debido a su interaccion mutua y con los iones, casi fijos, de la red cristalina.

Todos los procesos de transferencia de energia por cualquiera de los tres modos, pueden
cuantificarse desde el punto de vista macroscopico con ecuaciones de velocidad de cambio
(rate equations). Estas ecuaciones se utilizan para calcular la cantidad de energia
transferida por unidad de tiempo. En el caso de la conduccidn, esta ecuacion se conoce
como Ley de Fourier que se obtiene de forma empirica a partir de generalizaciones basadas
en evidencias experimentales. En el caso unidimensional se escribe como:

dT
rr - _ _ 1.
q k dx

donde q”* (W/mP) es la velocidad de transferencia de energia en la direccion del eje X por
unidad de area perpendicular a la direccion de la transferencia y es proporcional al
gradiente de temperatura (dT/dx) en esa direccion. El parametro k es una propiedad de
transporte denominada conductividad térmica (W/m.K) y es caracteristica del medio
material donde ocurre la conduccién. Fisicamente representa la capacidad del medio para
conducir el calor. El signo menos indica que el calor se transmite desde las regiones donde
las temperaturas son mas altas hacia las regiones de mas baja temperatura, por lo que el
gradiente es negativo.

Esta ley nos indica que el flujo de calor es una magnitud direccional (vectorial), o sea, q””
estd siempre dirigido por la normal a la superficie de temperatura constante (superficie
isotérmica). De esta forma, en tres dimensiones, la Ley de Fourier se escribe como:

T T aT 3?";,2
= kT =~k (Goi+ 5o+ k)

donde V es el operador Nabla que al actuar sobre el campo escalar de temperaturas
T(x,v,z t) produce una magnitud vectorial: el flujo de calor. En este caso se ha supuesto
que el medio es isotropico por lo que la conductividad térmica (k) es independiente de las
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coordenadas. Esta ley es aplicable a todo tipo de medio (s6lido, liquido o gas) y constituye
la pieza fundamental en el andlisis de la transferencia de calor por conduccion.

La ecuacién de difusion del calor.

Uno de los objetivos més importantes en el analisis de los procesos de conduccion es la
determinacion del campo de temperaturas, o sea, la funcion escalar T(x,y,z,t) en un
medio debido a las condiciones iniciales y de frontera impuestas al mismo. Si se conoce
esta distribucion de temperatura, es posible determinar los flujos de calor en cualquier
punto del medio utilizando la Ley de Fourier. En el caso de los sélidos, la determinacion
del campo de temperaturas es de extrema importancia al estudiar la integridad estructural
mediante la determinacion de tensiones, expansiones y flexiones, para optimizar el ancho
de capas de aislante térmico o para determinar la compatibilidad de recubrimientos
especiales o adhesivos utilizados sobre el material de base (Cole et al., 2011).

Para determinar la ecuacion de difusion del calor o simplemente la ecuacién del calor,
debemos tomar un volumen de control diferencial, identificar los procesos de transferencia
de energia relevantes e introducir las ecuaciones de velocidad apropiadas (Ley de Fourier).
El resultado es una ecuacion diferencial en derivadas parciales, cuya solucion, para
determinadas condiciones de frontera, nos dara la distribucion de temperatura en el medio
material. La derivacion de esta ecuacion puede hallarse en casi cualquier libro de
transferencia de calor (Bergman et al., 2011; Bird et al., 2002; Tikhonov and Samarskii,
1963):

2 (ar )—)+—( @ )—)+i( K ST +a = pey o 3.

donde el producto (pcp) es la capacidad calorifica volumétrica (densidad de masa X

capacidad calorifica a presion constante) y es una medida de la capacidad del sistema de
almacenar energia térmica.

Esta es la Ecuacién del Calor en coordenadas cartesianas y es el resultado de aplicar a un
volumen de control la Ley de Conservacion de la Energia. Cada uno de los términos de las
derivadas espaciales se refiere a la conduccion neta de calor (flujo) hacia dentro del
volumen de control en la coordenada especificada. El término g se refiere a la densidad de
fuentes (0 sumideros) de energia, 0 sea a la generacion o pérdida de energia dentro del
volumen de control asociada a una fuente. EI término del miembro derecho relacionado con
la derivada temporal sobre T(x, v, z, t) se refiere a la tasa de cambio temporal de la energia
en el medio. La conservacion de la energia establece que en cualquier punto en el medio
material la velocidad neta de transferencia de energia por conduccién dentro de un
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volumen unitario (de control) mas la tasa de cambio volumétrica de la generacion de
energia debe ser igual a la tasa o velocidad de cambio de la energia térmica almacenada
en el volumen.

Como puede verse, en general la conductividad térmica (k) puede ser dependiente de la
temperatura atn para medios isotrépicos lo que convierte a esta, en una ecuacion no lineal.
Para el caso en que la conductividad térmica es independiente de la temperatura se puede
escribir:

0°T 2°T 9°T q 10T
T
8x2  9y? 9z  k adt

k . - , - - . .
donde a = e es la difusividad térmica que da una medida de la capacidad del sistema de
2
conducir el calor respecto a su capacidad para almacenarlo. Esta ecuacién puede escribirse
también en coordenadas cilindricas o esféricas respctivamente:

14 krﬂT 1 4 kﬂT d kﬂT - aT 5

= ﬁ)ﬂﬁ%( %)*a( 52) T1=Peo gy -
10 (k 8?") 1 d (kaT)-l— 1 d (k ) (8)81")_'_ _ ar 5
r2ar\"" or Tzsinz(-ﬁ')ﬂ(p d¢/)  rZsin(8) 90 SRV 5, ) T4~ Plp e :

Condiciones Iniciales y de Frontera.

Desde el punto de vista matemaético, la ecuacion del calor es una ecuacion en derivadas
parciales de tipo parabdlico, lineal y con coeficientes constantes si se supone que k,a y
otras propiedades que apareceran luego, son independientes de la temperatura (Antufia,
1992). La especificacion completa del problema supone dar condiciones en la frontera del
dominio sobre el que se va a resolver la ecuacion y una condicién inicial (pues hay una sola
derivada temporal):

T(x: y,z,t = C') — T{J (x! v, Z)

Esta condicién expresa cual es la temperatura del medio en todos sus puntos en el instante
inicial que hemos supuesto como t = 0. Las condiciones de frontera mas tipicas pueden ser
de tres tipos y todas se representan por la siguiente ecuacion genérica (Carslaw and Jaeger,
1959; Cole et al., 2011):
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an;

aT o
k— -I—hj-TI.,:’J. = f;(7,t) 8.

donde la derivada respecto a n; es la derivada direccional respecto a la normal exterior a la

.. ar — .. .
frontera del dominio, o sea, —— = VT - i; y h; es el coeficiente de transferencia de calor en
j
la superficie j-ésima, siendo f; (;,t) una funcion de las coordenadas y el tiempo que toma
sus valores sobre cada frontera del dominio.

Analicemos detenidamente esta ecuacion genérica para poder identificar los tres tipos de
condiciones de frontera. Para % = 0y h; =1 esta ecuacion describe las condiciones de
frontera de primer tipo o de DirJ;chIet donde lo que se conoce es la temperatura sobre la
frontera del dominio, por lo que en este caso f; (F}t) = T; (7, t). En el problema de frontera
de segundo tipo o de Neumann, lo que se conoce es el flujo de calor por la frontera y en la
ecuacion genérica, b; =0y f;(#,t) = ¢”;(%,£). En el tercer problema de frontera o de
Robin, la ecuacion genérica retiene todos sus términos. En el caso mas comun desde el
punto de vista fisico, f;(7,t) = h;T., donde T, es la temperatura ambiente, lo cual
reproduce la ley de enfriamiento de Newton sobre la frontera del dominio, o sea, la
condicion de Robin expresa la posibilidad de un flujo de calor convectivo entre el medio
donde ocurre la conduccion y la superficie de separacion entre este medio y el exterior que
se supone que es un fluido a temperatura ambiente. La Tabla 1 resume los tres tipos de
condicidn de frontera mas comdnmente utilizados:

Tabla 1
Tipo de Problema de Frontera | Expresion matematica Sentido fisico
er - (24— £z Temperatura fija en la
1* Problema (Dirichlet) T,(%.t) = G, 0 fronters

or| . = Flujo de calor conocido en

2% Problema (Neumann) kanj . 500 frontera
a Conveccién en la frontera
3° problema (Robin) ka—| +RhTl7 =hTs | por enfriamiento segin ley

715 de Newton

Planteamiento de los problemas de frontera.

Para poder decir que tenemos planteado un problema de frontera para la ecuacién del calor
debemos especificar la ecuacion con todas sus funciones involucradas (fuentes de calor) y
parametros independientes 0 no de la temperatura y/o las coordenadas, la condicién inicial,
las condiciones de frontera y la geometria sobre la que se trabajard. Deben quedar bien

CD Monografias 2018
(c) 2018, Universidad de Matanzas
1972 1sBN: 978-959-16-4235-6

MATANZAS



especificadas las distintas dependencias funcionales para que se entienda que tipo de
problema trabajamos y poder elegir adecuadamente el método de solucion.

La geometria particular sobre la que se trabaje define la cantidad de ecuaciones de frontera.
Por ejemplo si nuestro dominio es una placa semi-infinita (con una dimension infinita y las
otras dos finitas, por ejemplo) necesitamos dar dos condiciones de frontera para cada
dimensién finita y la condicion de acotabilidad de las soluciones en el infinito, la cual,
propiamente hablando, no es una condicion de frontera pero es necesaria para lograr que las
soluciones tengan sentido fisico.

Asi, por ejemplo, para el problema de frontera general y unidimensional, sobre un cuerpo
finito de longitud L con temperatura inicial igual a una funcion de las coordenadas F(x), el
problema queda planteado asi: determinar la funcion temperatura T(x, t) que satisface:

a:r 1 1aT
@-I-Eq(x,t)zaa, t>0, 0<x<lL
T(x,0) = F(x) 9.
aT ,
kﬂ -l—hJ,-Tlxj =f;t) t>0, j=12

El método de la Funcion de Green para la ecuacion del calor.

Planteamiento del problema de frontera para la Funcién de Green vy solucidn general.

Para plantear el problema auxiliar para la Funcién de Green asociado al problema anterior
se toman las condiciones de frontera y la condicion inicial homogéneas (iguales a cero) y se
sustituye la fuente de calor por una funcion delta de Dirac que representa una fuente
puntual e instantanea de calor. Por lo tanto, la funcion de Green serd una funcion
generalizada (Antufia, 2014) que representa la respuesta del sistema a un estimulo puntual e
instantaneo (Cole et al., 2011; Duffy, 2001):

d?g 1 i 1dg
@-I-Eﬁ(x—x)ﬁ(t—r)—aa t>T
gl tlx’, 1) =0 t<T 10.

ag .
kE; +higle, =0 j=12

El problema de frontera para la Funcién de Green se puede plantear de otra manera
equivalente a la anterior y es la que utilizaremos en este trabajo:
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d’g 1dg

— =" t>
dx? adt t
glx t)lx’, 1) = 6(x —x) t<T 11.
P L, =0 j=1.2
anj_x. _}ng - J=1
j

Donde la condicion inicial es una delta de Dirac. La solucion general del problema de
frontera original con las condiciones iniciales y de frontera no homogéneas estara dada a
partir del Principio de Superposicion mediante la Funcién de Green (Cole et al., 2011):

L

t L
T(x,t) = Jg(x tlx, 0)F(x)dx" + % J f (x, 1) g(x, t|x’, T)dx’

x=0 t t
d
f [E‘() (x, tlx, r)l—aj T, (1) 2

= Tl —e
x'=x;

12.

donde el dltimo término es para las condiciones de frontera de Dirichlet y el penultimo para
las condiciones de Neumann y Robin (se utiliza uno o el otro pero no los dos al mismo
tiempo). Cada término en esta expresion tiene unidades de temperatura. En el primer
término, F(x) tiene unidades de temperatura por lo que el producto Gdx" es adimensional y
por lo tanto la funcion de Green tiene unidades de m™*. En el segundo término, g(x’,T)
tiene unidades de W/m? por lo que el producto (a/k)q(x’,T)dt tiene unidades de
temperatura. En el tercer término, las unidades de f;(z) son W /m? (flujo de calor) por lo

que el producto (afkj-))j-(r)gdr tiene unidades de temperatura. Finalmente en el cuarto
término T; () tiene unidades de temperatura por lo que a(ag/anj)dr es adimensional.

Como puede apreciarse, mediante (12) podemos encontrar el campo de temperaturas si se
conoce la Funcién de Green del problema. Cada problema tiene su propia funcion de Green
que viene dada por el tipo de geometria, la dimensionalidad del problema y las condiciones
de frontera de su problema auxiliar. En el libro de (Cole et al., 2011) se ofrece una serie de
Apéndices donde aparecen listadas, a partir de un cierto cédigo de ordenamiento, una gran
cantidad de funciones de Green para geometrias planas, cilindricas y esféricas.

Métodos para hallar la Funcién de Green.

Para hallar la funcion de Green existen diversos métodos como por ejemplo el método de la
Transformada de Laplace (Melnikov and Melnikov, 2012) que busca eliminar la variable
temporal mediate una transformacion integral y de esa forma quedarnos con un problema
de frontera para la variable espacial, que en el caso unidimensional, es una ecuacién
diferencial ordinaria que es mucho mas facil de resolver que las ecuaciones en derivadas
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parciales. Una vez hallada la solucién de esta ecuacion en el dominio transformado, se
recupera la variable temporal haciendo transformada inversa de Laplace (Boyce and
DiPrima, 2001; Carslaw and Jaeger, 1959; Cole et al., 2011).

Otro meétodo muy utilizado es el de transformadas integrales que comienza igual que el
anterior, con una transformada de Laplace, y continla con transformada de Fourier
(también de Abel, de Hankel, de Mellin) sobre la(s) variable(s) espacial(es). El objetivo es
convertir todo el problema diferencial en uno algebraico en el dominio transformado para
después recuperar las variables originales mediante inversion de la transformada (Antuiia,
1992). Estos dos métodos, no obstante ser muy poderosos, adolecen de una dificultad
técnica aunque no conceptual. Y es que a veces es dificil realizar la inversion pues la
funcién que ha quedado en el dominio transformado no se ajusta a ninguna de las funciones
con transformada conocida, y frecuentemente se deben utilizar funciones especiales como
las hipergeométricas confluentes u otras que complican mateméaticamente la solucion que
ya no se expresa en términos de funciones elementales.

El método de separacion de variables puede aplicarse para resolver el problema siempre
que las condiciones de frontera sean homogéneas (Antufia, 1992), como es el caso de
cuando tratamos de hallar la funcién de Green. Ha sido muy utilizado en la solucién de
ecuaciones lineales ordinarias y en la solucién de problemas de conduccién del calor
(Arpaci, 1966; Carslaw and Jaeger, 1959; Ozisik, 1980). En este método se tiene en cuenta
que la condicion inicial dada por F(x) es desarrollable en serie de autofunciones del
problema de Sturm-Liouville asociado (Antufia, 1992; Cole et al., 2011). La funcion F(x)
debe cumplir las condiciones del Teorema del Desarrollo:

e Debe ser una funcién continua y con hasta sus segundas derivadas continuas en su
dominio de definicion.
e Debe cumplir las condiciones de frontera del problema de Sturm-Liouville.

Método de Separacién de Variables para hallar la Funcién de Green.

Los pasos de este método son:

e Proponer una solucion que es el producto de funciones de una sola variable:
g(x,t) =X(x)T(t) (aunque aqui
ejemplificamos con una sola variable espacial,
el método es aplicable a problemas bi y
tridimensionales). /v

e Sustituir la solucion propuesta en la ecuacion I.. h
diferencial para separar las variables
temporales y espaciales. El resultado es una

A

h
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Figura #1. Pared plana con condicion
de frontera convectiva en x =L y
flujo de calor nuloen x =0



relacion de proporcionalidad con dos ecuaciones en forma de cocientes de funciones de
la misma variable que se igualan a un valor constante (1) que luego sera reconocido
como autovalor del problema de Sturm-Liouville. Se demuestra que esta constante solo
puede tomar valores positivos (Antufia, 1992).

e Se resuelve por separado la parte temporal y la espacial. Esta ultima da lugar al
problema de Sturm-Liouville donde, a partir de las condiciones de frontera homogéneas
del problema, se hallan los autovalores y autofunciones que cumplen varias propiedades
(Antufia, 1992).

e El resultado es un conjunto infnito de autovalores y autofunciones que forman un
sistema ortonormal y completo lo que permite el desarrollo de cualquier funcion que
cumpla las condiciones del Teorema del Desarrollo. La solucion (Funcién de Green) es
la superposicién de todas las soluciones para cada autovalor.

Aplicacién a un caso de estudio

Para ilustrar el método, resolveremos un caso de estudio correspondiente al ejemplo del
epigrafe 5.4 de (Bergman et al., 2011). Para una pared plana (Figura #1) sin fuentes
internas de energia y con conductividad independiente de la temperatura, el problema
unidimensional queda planteado asi:

a°T B 14T 0. o L
E = E& t =0, < X <
T(x, G) = Ti
aT 13.
dx
aT
k— (L, t) + hT(L,t) = hT,
dx
Si el problema se adimensionaliza tomando:
- T—-T, X . at 14
“T,-T, L I '
Entonces quedara planteado asi:
a*6 a6 o o L
0(x.,0) =1 15.
ae
0,t.)=20
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09 1,t.)+Bif(1,t.) =0
ax$(lﬂ) L(,*)—

Este problema ya tiene las condiciones de frontera homogéneas, necesarias para poder
aplicar separacién de variables, con una condicién de Neumann en x = 0 y otra de Robin
en x = 1, con Bi = hL/k. La condicidn inicial la hacemos igual a la delta de Dirac para
encontrar la Funcion de Green: 8(x.,0) = §(x. — x7).

Proponemos 8(x.,t.) = X (x.)T(t.), sustituimos en la ecuacion en (15) y dividimos toda la
ecuacion por X (x,.)T(t.):

X}I _ T.’ _ 212
X T
T(t,) = e 4t 16.

X'+2X=0 = X(x.) = Cycos(ix.) + C,sin(Ax.)
X(0)=0, X(1)+BiX(1) =0

A partir de la primera condicion de frontera, se obtiene que C; = 0, por lo que
X(x,) = €4 cos(Ax,). De la segunda condicion de frontera para x =1 se obtiene una
ecuacion trascendente que define los autovalores del problema de Sturm-Liouville de este
problema:

tan(4,,) bt 17
an = .
An
La solucion buscada sera:
B(x.,t.) = Z Cne_‘lﬁt“cos(ﬁﬂxg) 18.
n=1
Al aplicar la condicion inicial deltaica se obtiene:
0(x.,0) = Z Cyeos(A,x,) =6(x, —x")
n=1 19

cos(A,x")

1
1
“Cp = N_I (x, —x")cos(Apx.) = N
n Tt
0
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1

N, = [ cos?(A,€)dE =

0

24, + sin(24,)
40,

A4, cos(4,x7)

- 2, +sin(24,)

" Cp

y la Funcion de Green sera:
Em: 44, cos(A,x") cos(A, x.
g (x*' x', tx) = ( ) ( ) e—}l_%_ t.

2, + sin(24,) 20.

n=1

Para hallar la solucion completa para nuestro problema hay que aplicar (12) teniendo en
cuenta que: i) el cuarto y ultimo término no aparece porque no tenemos condiciones de
frontera de Dirichlet, ii) el tercer término no aparece porque las funciones son nulas en los
dos tipos de condiciones de frontera (una de Neumann homogénea en x = 0 y otra de
Robin homogénea en x = 1), iii) el segundo término no aparece porque no tenemos fuentes
de calor internas y iv) en el primer término la F(x") = 1, por lo que:

1

1
4], cos(A,x.) .,
9 (x*’ t"‘) — g(x*l x', t*)dx' — . e ‘:I'n . COS()]']’L x)) dx’
! ) £ 24, + sin(24,) ! .
B(x.t.) = 4 sin(,) cos(i,x.)e 5t

] 24, +sin(24,,)

Para representar esta funcion es necesario calcular varios autovalores de acuerdo con la
ecuacion (17). Con el siguiente codigo en Mathematica 9.0 es posible realizar este calculo y
obtener la serie para una cantidad especifica de términos (Np) para cierto valor del nimero
de Biot (scale):

Temp([x , t , Np , scale ] i=
Module[{lista}, lista = Prepend[Table[n k, {k, 1, Np}], 0.1];

% (4 sin[Bn[r]]) e° (%) cos[x Bn[n]]
- FindR - Scale , 1i 1, 2];
Bn = Fin oot[Tan[x] {x :'-Sta}] I I Z 2 An[n] + Sin[2 Bn[n]] ]

x r
n=1

En la Tabla 2 se muestran las propiedades de dos materiales muy distintos en cuanto a lo
que se refiere a la conduccion del calor: acero y madera (plywood). Véase como los
nameros de Biot son muy diferentes.

Tabla 2

Material | p e k lax10® |h Bi
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(kg/m®) | (U/kg-K) |(W/m-K) |(m?/s) |(W/m? K)
AlSI 347 | 7978 480 14.2 3.71 15 0.11
Plywood | 545 1215 0.12 0.181 30 25

El nimero de Biot es una medida de la caida de temperatura en el sélido relativa a la
diferencia de temperatura entre la superficie del solido y el fluido y se puede interpretar
ademéas como una razon entre resistencias térmicas. En particular si Bi <« 1, la resistencia a
la conduccidn dentro del solido es mucho menor que la resistencia a la conveccion a través
de la superficie del mismo y por lo tanto se puede suponer una distribucion uniforme de
temperatura dentro del sélido (T (x,t) =~ T(t)) si el numero de Biot es pequefio (Bergman
et al., 2011). Este comportamiento es tipico de los buenos conductores del calor como los
metales, tal y como se aprecia en la Tabla 2. Por otra parte, los aislantes del calor como la
madera y otros, tendran un namero de Biot alto lo que indica una fuerte dependencia de la

temperatura dentro del sélido con la distancia.

En la Figura #2 se muestra el grafico de la 5%
funcion de Green obtenida suponiendo que

actia desde x =x"=0.5. Se nota la forma 40
aguda del pico caracteristico de la delta de Dirac  3q:
pues la funcion de Green, tal y como ya se

explico, es la respuesta del sistema a un 20:
estimulo puntual e instantaneo. Veéase como a ;4!

medida que pasa el tiempo el pico baja de altura
y hay mayor dispersion lo que se corresponde
con la disipacion de la fuente en el instante
inicial producto a la conduccién del calor.

La Figura #3 muestra la temperatura en
funcién de la longitud adimensionalizada para

el acero AISI 347 con nimero de Biot igual a 1.000;

0.11 en distintos instantes de tiempo. Notese
que la ultima curva es para un tiempo de

15.3ms mientras que la primera fue para 0.995

0.13ms y aln la temperatura practicamente no
cambia dentro del metal. En la Figura #4 se
muestra el mismo grafico para el Plywood
con nimero de Biot igual a 25. Se nota la
fuerte dependencia de la temperatura con la
distancia dentro de la placa. Los céalculos
estdn hechos para una placa de 10cm de
espesor y para 100 términos en la serie.

0.990

10

T.x

0!

X.

-t 0
— t 0.13ms
= t 0.53 ms

X
0.60

Figura #2. Funcion de Green para varios
valores del tiempo.

t 15.3ms

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura #3. Temperatura para Bi=0.11 en
diferentes instantes de tiempo en milisegundos.
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CONCLUSIONES

En este trabajo monografico se ha expuesto el
método de la Funcion de Green para resolver la 1.6}
ecuacion parabolica del calor ejemplificando su 1.4}
aplicacion en el caso unidimensional en un
cuerpo (pared) de longitud finita hecha de
materiales que presentan diferentes 1.0¢
comportamientos en la conduccion del calor. EI 44
método de la Funcion de Green permite, en el
caso general para casi cualquier tipo de condicion
de inicial o de frontera, calcular rapidamente la 0.4

—t0
t 0.13ms
t 0.53 ms

respues,ta del sistema  a condlcpr,]es no 02 04 06 08 10
homogéneas por medio de la convolucion de la . a

Funcion de Green con las condiciones y la fuente Figura #4. Temperatura para Bi=25 en

de calor del problema a mano. diferentes instantes de tiempo en milisegundos.

La ventaja principal es precisamente que solo se resuelve el problema una vez para el tipo
de condiciones dadas, a diferencia de los métodos directos que, en cada caso, deben trabajar
con las nuevas condiciones aunque lo Gnico que se halla cambiado sean las funciones y no
el tipo de condicion. El método de separacion de variables es mas adecuado cuando se
quiere averiguar el estado térmico del cuerpo para tiempos largos en comparacion con los
tiempos tipicos de conduccion del calor. Evidentemente este tiempo de relajacion estard
dado por el tipo de material y depende fuertemente de las propiedades de mismo como
bueno o mal conductor del calor.

Las soluciones obtenidas por el método de separacion de variables en general se expresan
como una serie, que en el caso unidimensional adopta la forma de tipo trigonométrico de
Fourier, la cual converge rapidamente para pocos términos en el desarrollo, siendo posible
no tener que sumar toda la serie hasta el infinito, lo cual desde el punto de vista practico es
una ventaja sobre los métodos numéricos u otros métodos analiticos que pudieran necesitar
una fora cerrada de la solucion, no siempre expresable en términos de funciones
elementales.
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