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Resumen.

El estudio del lanzamiento de proyectiles como contenido dentro del estudio de la Fisica
ofrece grandes aportes a la preparacion para la Defensa. El analisis de ecuaciones que
describen el movimiento de proyectiles, se convierte en una herramienta eficaz para la
prediccion de disparos de artilleria. Para tal logro se realiz6 un estudio de variantes en el
lanzamiento de proyectiles atendiendo a las caracteristicas del medio en que el proyectil
realizara su vuelo. La confeccion de un software facilita y agiliza los calculos del angulo
necesario para impactar un objetivo determinado asi como ilustra la trayectoria del
proyectil, aportando relevante informacion que puede ser utilizada por los operadores de
la artilleria en el badeo de obstaculos y precision del tiro.

Palabras claves: Proyectiles, tiro parabdlico, simulacién.

Introduccién.

Desde el triunfo de la Revolucidén Cubana, la formacion del nivel superior ha reclamado
y hecho realidad su participacion activa en las tareas de la defensa.

En funcién de favorecer ese empefio, el Partido, el Gobierno y las Fuerzas Armadas
Revolucionarias han adoptado, en cada momento, decisiones encaminadas a satisfacer las
aspiraciones de los estudiantes de la Educacion Superior, definiendo los objetivos, formas
y métodos de la preparacion militar, sobre la base de los intereses de la defensa.

La preparacion militar con caracter curricular de los estudiantes universitarios se inicié en
septiembre de 1975, al firmarse el convenio entre el MINFAR y el MINED, dando
cumplimiento a uno de los acuerdos del Congreso Nacional de Educacién y Cultura, para
lo cual se cre6 el 6rgano de preparacion militar en la Universidad de La Habana, que
garantizd el cumplimiento del programa de preparacion militar concebido para esta
primera fase, surgiendo en el curso 1975-1976 las Céatedras Militares en los centros de
Educacion Superior del pais.

El andlisis de este proceso condujo a la aprobacion de la Directiva 29 del Ministro de las
FAR, en la que se plantea perfeccionar el sistema de preparacion para la defensa de los
estudiantes universitarios de los centros de educacion superior, lo que dio origen a la
disciplina Preparacion para la Defensa, con una proyeccion mas especifica, vinculada con
las exigencias del futuro desempefio de los egresados de la educacion superior y sus
responsabilidades y acciones concretas en relacién con la defensa.

Las criterios en torno a esta vinculacion pretenden que la formacion de esta arista no se
limite a prepara a nuestros estudiantes desde el plano tedrico militar sino que permita
aprender desde cada una de las materias a contribuir al primer llamado de cada ciudadano
en aras de la defensa por nuestra soberania



La Fisica, impartida en todas las carreras de ingenierias de la educacion superior se
centra en el estudio de las propiedades y el comportamiento de la energia y la materia tal
como cualquier cambio en ella que no altere la naturaleza de la misma, asi como al
tiempo, el espacio y las interacciones de estos cuatro conceptos entre si.

Es una de las mas antiguas disciplinas académicas, tal vez la mas antigua, significativa e
influyente, no sélo debido a que los avances en la comprension a menudo se han
traducido en nuevas tecnologias, sino también a que las nuevas ideas en la fisica resuenan
con las demas ciencias, las matematicas y la filosofia.

La Fisica no es s6lo una ciencia tedrica; es también una ciencia experimental. Como toda
ciencia, busca que sus conclusiones puedan ser verificables mediante experimentos y que
la teoria pueda realizar predicciones de experimentos futuros. De tal razonamiento deriva
la amplitud de su campo de estudio, asi como su desarrollo historico en relacion a otras
ciencias.

La fisica, en su intento de describir los fendmenos naturales con exactitud y veracidad,
permite perfeccionar e incidir en otras areas con puntos de contacto. La defensa militar
no escapa a esta relacion y su aprovechamiento pudiera solucionar hoy una problematica
practica de la artilleria militar.

Las ecuaciones en la materia de proyectiles son una herramienta para aminorar la
problematica de la inexactitud en el tiro con armamento militar. Su fallo implica no solo
un gasto econdmico sino ademas la pérdida de una oportunidad de defender con mayor
efectividad en el campo una posicion militar que tributa a una victoria ante un ataque
militar.

Tal problematica desencadena que se proyecte como objetivo de este trabajo, en franca
expresion de la relacion de la Fisica con la preparacion para la Defensa, el analisis de
ecuaciones de proyectiles para el perfeccionamiento de lanzamientos en la preparacion
para la defensa en el pais.

1. Tiro parabdlico sin rozamiento.

Un proyectil es cualquier cuerpo que recibe una velocidad inicial y luego sigue una
trayectoria determinada totalmente por los efectos de la aceleracion gravitacional y la
resistencia del aire. Una pelota bateada, un balén lanzado, un paquete soltado desde un
avion y una bala disparada de un rifle son todos proyectiles. El camino que sigue un
proyectil es su trayectoria. (Brancazio, 1997)

Para analizar este tipo de movimiento tan comun, partiremos de un modelo idealizado
que representa el proyectil como una particula con aceleracién (debida a la
gravedad) constante tanto en magnitud como en direccion. Despreciaremos los efectos de
la resistencia del aire, asi como la curvatura y rotacion terrestres. Como todos los
modelos, éste tiene limitaciones. La curvatura de la Tierra debe considerarse en el vuelo
de misiles de largo alcance.
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El movimiento de un proyectil siempre esta limitado a un plano vertical determinado por
la direccion de la velocidad inicial . La razon es que la aceleracion debida a la gravedad
es exclusivamente vertical; la gravedad no puede mover un proyectil lateralmente. Por lo
tanto, este movimiento es bidimensional. Llamaremos al plano de movimiento, el plano
de coordenadas Xy, con el eje x horizontal y el eje y vertical hacia arriba.

La clave del analisis del movimiento de proyectiles es que podemos tratar por separado
las coordenadas x e y. La componente x de la aceleracion es cero, y la componente y es
constante e igual a -g. (Por definicion, g siempre es positiva, pero por las direcciones de
coordenadas elegidas, ay es negativa.) Asi, podemos analizar movimiento de un proyectil
como una combinacion de movimiento horizontal con velocidad constante y movimiento
vertical con aceleracion constante. (Erlichson, 1983)

Podemos expresar todas las relaciones vectoriales de posicion, velocidad y aceleracion
del proyectil, con ecuaciones independientes para las componentes horizontales y
verticales:

Uy = Vi
X =ap T Ungd Podemos expresar todas las relaciones vectoriales
de posicion, velocidad y aceleracion del proyectil,
U, = Uy, — Bt con ecuaciones independientes para las
' ' | componentes horizontales y verticales.
y =y T Ugt — SgF

Si se desprecia la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil es una combinacion de
movimiento horizontal con velocidad constante y movimiento vertical con aceleracion
constante.

En la cima de la trayectoria, el proyectil tiene velocidad vertical cero (Vy = 0), pero su
aceleraciéon vertical aun es -g. Verticalmente, el proyectil muestra movimiento con
aceleracion constante en respuesta al tiron gravitacional.

Horizontalmente, el proyectil muestra movimiento de velocidad constante: su aceleracion
horizontal es cero, por lo que se mueve a distancias x iguales en intervalos de tiempo
iguales.

En cualquier instante, la distancia r del proyectil al origen (la magnitud del vector de
posicion esta dada por:

F= "'L.-'...L.: L :I-'_?

La rapidez del proyectil (la magnitud de su velocidad) en cualquier instante es:



La direccion de la velocidad, en términos del angulo a que forma con el eje X, esta dada
por:

v,
ano =
Uy

El vector de velocidad v es tangente a la trayectoria en todos los puntos. Podemos
deducir una ecuacion para la forma de la trayectoria en términos de x e y eliminando t:
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Cuando la resistencia del aire no es insignificante y debe incluirse, calcular la trayectoria
se vuelve mucho més complicado; los efectos de dicha resistencia dependen de la
velocidad, por lo que la aceleracion ya no es constante.

2. Tiro parabdlico con rozamiento.

En el epigrafe anterior se ha analizado el caso del lanzamiento de proyectiles
despreciando el efecto que provoca el rozamiento del aire con el proyectil. En este caso
aplicaremos dos modelos de fuerza para describir la resistencia que opone el medio al
movimiento del cuerpo.

Una fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad y una fuerza de rozamiento
proporcional al cuadrado de la velocidad.

2.1. Fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad.
Si despreciamos el empuje, las fuerzas que actian sobre el cuerpo de masa m son: El

peso mg y la fuerza de rozamiento Fr, que es sentido contrario al vector velocidad
(tangente a la trayectoria). Fr = -mbv. (Warburton R. D. H., 2004)
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Figura 1. Tire parabdlico con fiierza de rozamiento
propercional a la velocidad.

Las ecuaciones del movimiento del cuerpo seran por tanto:

# e = —mbv,
i
dv,, 5
pw—— = —img — mbv
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La solucidn de estas ecuaciones con las condiciones iniciales t=0, Vx=Vox, Vy=Voy, son:
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Integrando nuevamente, con las condiciones iniciales t=0, x=0, y=0, tenemos:



&

y= 3 oy J-emp (- 20) - £

Para un proyectil disparado con velocidad Vo y &ngulo de tiro g. Las velocidades
iniciales se calculan hallando las componentes mediante razones trigonometricas.

2.1.1. Alcance del proyectil, altura maximay tiempo de vuelo.

El proyectil llega al suelo y=0, a una distancia x=R del origen. R se denomina alcance del
proyectil.

En la primera ecuacién sustituimos x=R y despejamos el tiempo de vuelo t:

f=—tn|1- 2
& Y,

¥

Sustituyendo el tiempo y haciendo y=0 se tiene:

I Fh
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Una ecuacion trascendente en R, que se resolvera por procedimientos numericos.

La altura maxima, como vy=dy/dt=0, despejamos el tiempo t y se introduce en la
expresion de y:
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2.2.Fuerza de rozamiento proporcional al cuadrado de la velocidad.



Si despreciamos el empuje, las fuerzas que actlian sobre el cuerpo de masa m son como
hemos visto ya: El peso mg, la fuerza de rozamiento Fr, que es de sentido contrario al
vector velocidad (tangente a la trayectoria). Fr = -bmv-v.

Las ecuaciones del movimiento del cuerpo seran por tanto:

v

¥ o 2 2
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Este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas se resuelven aplicando
procedimientos numeéricos.

Las condiciones iniciales son las misma que en la seccion anterior t=0, Vox=Vo-c0sq,
Voy=Vo-senq, x=0, y=0.

2.2.1. Alcance del proyectil, altura méximay tiempo de vuelo.

En el apartado anterior, se ha calculado la trayectoria del proyectil resolviendo un sistema
de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden. En este apartado, vamos a integrar las
ecuaciones del movimiento para calcular el alcance, el tiempo de vuelo y la altura
maxima.

En el intervalo de tiempo comprendido entre t y t+dt, la direccidn del vector velocidad
cambia un angulo d@, que es el angulo entre las tangentes o entre las normales. EI mévil
se desplaza en este intervalo de tiempo un arco ds=p-df, tal como se aprecia en la
Figura 2.
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Figura: vector velocidad en el movimiento de proyectiles con fuerza de rozamiento
proporcional al cuadrado dela velocidad
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Hemos de tener en cuenta que la curvatura de la trayectoria es negativa (figura de la

derecha). La curva queda a la derecha de la tangente tomada en sentido de las x
crecientes. La igualdad anterior se escribe para este caso:

vy v g

di  pd8
Las ecuaciones del movimiento en la direccion tangencial y en la direccién normal se
convierten en una Unica ecuacion diferencial de primer orden.

Md—v:bvj + gaen &
v o d8
1 adv 1 &

——— —tan = ———
v 48 v goosd

Haciendo el cambo de variable u=1/v2 se tiene:

o &

goosd

Esta ecuacién es del tipo lineal (véase Puig Adam P., Curso tedrico-practico de
Ecuaciones Diferenciales aplicado a la Fisica y Técnica. pags. 29-30), se busca una



solucion del tipo u=w(6#)-z(#). Después de aplicar el método propuesto se llega a las
siguientes expresiones para el calculo del tiempo y el desplazamiento:

[ t
v v
ﬂ{Edﬂ Ez_ﬁ;[gmsﬂdg

2.3. Anadlisis de las ecuaciones utilizando Matlab.

El objetivo de este epigrafe es la implementacion de un software que valide todas las
consideraciones teoricas expresadas con anterioridad y que sea empleado en dos campos
fundamentales:

e Como herramienta en la preparacion de tropas de artilleria en la defensa de la
patria.

e Como una util herramienta de comprobacion y estudio para los estudiantes de la
educacion superior en el tema de lanzamiento de proyectiles.

Es importante aclarar que se decide utilizar Matlab pues constituye un software
orientado a ser utilizado por la asignatura de Matematica en las carreras de ingenierias.
En muchas ingenierias Matlab es utilizado como el software de estudio para las
modelaciones e implementaciones de sistemas.

Matlab propone una interfaz muy conveniente para la resolucion de ecuaciones, asi como
la obtencion de graficas, muy convenientes en el contenido abordado.

2.3.1. Implementacién de las ecuaciones de lanzamiento de proyectiles.

El primer paso constituye el calculo del angulo necesario del cafion para que el proyectil
alcance (impacte) una coordenada determinada (objetivo del disparo):

Se  establecen las  constantes  utilizadas: g=9.80665 m/s"2,
pi=3,1415926535897932384626433832795.

Es necesario para facilitar los célculos transformar la ecuacion de proyectiles en una
ecuacién polinémica expresada en funcion de "q” que representa el angulo a calcular.
Esta nueva ecuacion de grado tres tendra como coeficientes:

A= (((g"2)*(x"4))/ (4*(V™4)));
B= (((g*y*(x"2))/ (V"2))-(x"2));
C= ((x"2)+ (y*2));

Como se aprecia en la Figura 3 tomada durante la implementacion de este programa es
necesaria la introduccion de las coordenadas de impacto del proyectil (datos sefialados en



rojo) y otro dato lo constituye la velocidad inicial del proyectil, lo cual es un dato
conocido en las piezas de artilleria.
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Figura3: Confeccién del programa

Posteriormente se procede a la extraccion de las raices y a la conversion de radianes a
grados:

r=roots ([A B C]);

R=r (1, 1);

g=acos (1/(r. ~ (0.5)));
0=g*180/pi

Calculando asi el valor del angulo.

2.3.2. Ejemplo de aplicacién del método descrito.



Tomaremos un ejemplo sencillo utilizado con frecuencia en los materiales docentes de
Fisica I de la educacion superior cubana:

Un proyectil es lanzado con una velocidad inicial de 37.0m/s y se desea que impacte a
una distancia de 134m. Determine el angulo al que debe ser lanzado.

Es importante destacar que la situacioén que se presenta en este problema es muy similar a
la enfrentada por los artilleros de infanteria en maniobras o situaciones bélicas.

En este caso tenemos el dato de la velocidad inicial y las coordenadas (X; y) lo que resta
es introducir estos datos en Matlab y con el algoritmo anterior determinar el valor del
angulo:

pm: 8 2
DN
Trayectoria del Proyectil
227 Coordenada X 134 1ir
Err ‘ Coordenada Y ¢ 08
—"
“ 06} |
Exry ' Vo del proyecti 27
‘ 04}
Ex Angulo
necesano
dolcofien | B2 02
il 0 1 1 1 1 J
0 0.2 04 06 0.8 1
bag |
| t Calcular Angulo l Generar Trayectoria

Figura4: Calculo del angulo necesario.

Como se aprecia en la Figura 4, para una Vo=37m/s"2 se necesita una inclinacién de
53.1412 grados para impactar un objetivo situado a 134m. (Esto concuerda con los
calculos realizados por métodos estudiados en clases de la asignatura de Fisica I).



El segundo paso fundamental en el desarrollo de la aplicacion es la generacion de una
grafica que ilustre la trayectoria recorrida por el proyectil, con el objetivo de ilustrar y
mejorar la comprension de los resultados brindados por el software.

En el caso de la implementacion de la grafica o trayectoria recorrida por el proyectil se
tiene en cuenta el punto de impacto (localizacién del objetivo) como punto final de la
trayectoria. Los ejes coordenados seran autoajustables, es decir, tendran valor y escala en
funcidn de la distancia a recorrer.

Trayectoria del Proyectil

Angulo
necesano
del canodn

531412 10}

0 20 40 60 80 100 120 140

Calcular Angulo Generar Trayectoria

—

Figura5: Grafica de desplazamiento del proyectil.

En este ejemplo se aprecia como el proyectil impacta en la coordenada (134; 0), lo cual
es consecuente con los valores que fueron introducidos en el software, se describe una
trayectoria parabolica donde el angulo de salida es mayor que 45 grados (53.1412).

Analizaremos ahora el caso de que el objetivo tenga una componente en y diferente de
cero, es decir que el objetivo se encuentre a una altura determinada, o que las condiciones
topoldgicas sugieran que se encuentre a una altura determinada.



Como se muestra en la siguiente figura el programa calcula el angulo necesario y dibuja
la grafica satisfactoriamente para el caso en que la coordenada de impacto presente
valores no nulos en las coordenas del objetivo.

Conclusiones.

Las condiciones geograficas de Cuba hacen que el estudio y la preparacion militar, en el
campo de la artilleria, sean fundamentales en la defensa de la patria. La aplicacion de
contenidos de Fisica en el mejoramiento de técnicas de armamento artillero, es de vital
importancia, pues al aumentar la precision de los disparos, no solo aumenta la efectividad
de aniquilacién del enemigo sino que minimiza los costos en municiones.

La realizacion de este software puede contribuir en la preparacion de tropas artilleras y
puede confrontarse con las técnicas utilizadas actualmente por las F.A.R, para su posible
evaluacion. Docentemente constituye una herramienta muy versatil para que el estudiante
comprenda y compruebe los resultados obtenidos en clases, asi como la validez de las
formulas estudiadas en clases.
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