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Resumen.

El trabajo aborda la creacién de una biblioteca de funciones en Matlab, que permita la
aplicacion del método de elementos finitos a la solucion de problemas de resistencia de
materiales bidimensionales, en la region de deformaciones elastica. Se empled la formacion
del método directo de rigidez. Ademas se explican los algoritmos utilizados asi como los
cddigos implementados, de forma tal que sirva como manual de usuario de la misma. Se
ejecutaron estudios de caso para verificar el correcto funcionamiento de la biblioteca, y sus
resultados fueron comparados con los obtenidos por otros programas
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Introduccion.

El uso de los elementos finitos ha alcanzado una gran difusion dentro de diversas ramas de
la ingenieria, ya que permiten resolver problemas de alta complejidad que, de otra forma
serian insolubles. Especialmente, dentro de la resistencia de materiales, el método de
elementos finitos ha sido aplicado con éxito a un gran grupo de problemas.

La principal dificultad en la aplicacion del método de elementos finitos es la necesidad de
contar con un programa de computacioén (software) que realice los complejos y laboriosos
célculos necesarios para resolver un problema.

En la actualidad, existe una gran variedad de software disponible, pero la mayor parte son
programas de proposito especifico, que carecen de la flexibilidad necesaria para resolver
otros problemas que no coincidan con aquellos para los que fueron concebidos.

También existen programas de codigo abierto, como Ansys y Algor, que permiten realizar
cambios en la formulacion, aunque al final siempre tienen limitaciones inherentes a su
concepcion. Adicionalmente, el uso de estos paquetes esta limitado por la licencia
propietaria que poseen.

Una tercera opcion es el uso de codigo para programas de propdsito general, como Matlab
0 Mathcad. Esta variante permite resolver diversos problemas, con una gran flexibilidad.
También permite ser enriquecido con codigo nuevo. Existe, disponible en Internet, una gran
cantidad de cddigo de este tipo, pero o bien, no estd documentado, o bien el codigo es poco
legible y, por lo tanto, dificil de utilizar.



Generalidades.

El método de los elementos finitos (finite-element method, FEM). se originG a partir de la
necesidad de resolver problemas complejos de elasticidad, en analisis estructurales y de
ingenieria aerondutica. Sus origenes se remontan a los trabajos de Alexander Hrennikoff y
Richard Courant a principios de los afios cuarenta del siglo pasado. A pesar de que los
enfoques utilizados por ambos investigadores fueron muy diferentes, compartian una
caracteristica comun: la discretizacion del dominio continuo en un conjunto discreto (finito)
de subdominios, también llamado malla [Filippa 2001a].

El FEM es una técnica numérica en la cual las ecuaciones diferenciales a resolver se
representan en forma matricial, adecuandose a la solucion por computadoras digitales. La
region de solucion es representada (discretizada), como un ensamble (malla) de pequefias
subregiones llamadas elementos finitos. Estos elementos estan conectados en puntos
discretos en los Vértices y, ocasionalmente, sobre las aristas, conocidos como nodos.
Implicita en cada elemento se encuentra la llamada funcién de desplazamiento, que define
como los desplazamientos de los nodos se interpolan al resto de los puntos del elemento
[Hearn 1997].

El FEM es uno de los llamados métodos de discretizacion espacial, entre los que también se
encuentran el método de las diferencias finitas, el de los elementos de fronteras, el de los
volimenes finitos, el espectral y el de mallas libres [Felippa 2001b]. Aunque alguno de los
anteriores poseen una implementacion matematica mas sencilla que el FEM, éste ha
logrado gran popularidad por ser versatil y poderoso en el tratamiento de problemas que
incluyen regiones geomeétricas complejas y medios no homogeéneos [Sadiku 2001].

La aplicacion del FEM abarca varios campos importantes, entre los que se destacan la
transferencia de calor, la dindmica de los fluidos, en el analisis estructural y la mecénica de
solidos, y el andlisis electromagnético [Zienkiewicz y Taylor 2000]. De ellas, la mas
importante para la construccion de maquinarias es, sin dudas, la mecénica del solido y
estructural.

Un proceso de simulacion basado en un modelo de FEM, involucra una secuencia de pasos.
Dicha secuencia puede tomar dos configuraciones candnicas, en dependencia del entorno
en que se utiliza el FEM [Felippa 2001].

En el FEM matematico, el corazon del proceso es el modelo matemético. Este,
frecuentemente, es una ecuacion diferencial ordinaria o parcial definida sobre el tiempo y el
espacio. A partir de una variacional o formulacion debil del modelo matemético, se genera
un un modelo discreto de elementos finitos, en lo que constituye el paso de discretizacion.
Las ecuaciones del FEM son procesadas y resueltas lo cual permite obtener una solucién (o
un conjunto de soluciones).

El concepto de error, en el FEM matematico, surge cuando la solucion discreta obtenida es
verificada, y su valor es la cantidad en la cual la solucion discreta falla al satisfacer la
ecuacion discretizada. Este error es relativamente poco importante cuando se emplean
computadoras electronicas y, en particular, resolvedores directos de ecuaciones lineales, en



el paso de solucion. De mayor relevancia es el error de discretizacion, que consiste en la
diferencia entre la solucion discreta y el modelo matemético. En éste enfoque, la diferencia
entre la solucion discreta y el modelo fisico (error de modelado) es irrelevante, ya que el
modelo fisico es sdlo una concepcion ideal.
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Figura — FEM matematico.

Por el contrario, en el MEF fisico, el nucleo del modelo es el sistema fisico. Los procesos
de idealizacién y discretizacion son llevados a cabo concurrentemente, para producir el
modelo discreto. La solucidén se calcula de forma similar al FEM matematico.

En el FEM fisico, el modelo matematico es sélo el limite continuo (“continuificacion) del
modelo discreto. Para algunos sistemas fisicos, especialmente aquellos que se modelan
adecuadamente por campos continuos, este paso es Util. Para otros, como los sistemas
mecanicos complejos, este paso carece de sentido.

El concepto de error, en el FEM fisico, surge de dos fuentes conocidas como verificacion y
validacion, respectivamente. La verificacion es similar a la explicada para el FEM
matematico: la solucion discreta es reemplazada en el modelo discreto para obtener el error
de la solucion.

Tal como se dijo, este error generalmente no es importante. La sustitucion en el modelo
matematico ideal proporciona, en principio, el error de discretizacion. En los sistemas
complejos de ingenieria, esto raramente es Util, porque o bien el modelo mateméatico no
existe o, si existe, no es mas relevante que el modelo discreto. En la validacion se compara
la solucion discreta con las observaciones, calculando el error de la simulacion. Este error
se considera, generalmente, como el error del modelo.
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Histéricamente el FEM fisico fue el primero en ser desarrollado para sistemas de alta
complejidad como aeronaves. EI FEM matematico se desarrollo posteriormente vy
proporciond el necesario soporte tedrico para el FEM, mas alla del analisis estructural.

El analisis por elementos finitos de cualquier problema involucra basicamente cuatro pasos
[Sadiku 2001]:

Discretizacion de la regién de solucion en un nimero finito de subregiones o elementos.
Derivacién de las ecuaciones gobernantes para un elemento tipico.

Ensamblaje de todas los elementos en la region de solucion.

Solucién del sistema de ecuaciones obtenido.

El Método Directo de RiGidez.

Bases del DSM.

El método directo de rigidez (direct stiffness method, DSM) es la aplicacion mas comin del
método de los elementos finitos, y en el se basa la mayoria de los cddigos de los programas
comerciales disponibles [Filippa 2001b]. Fue propuesto por Turner, en 1959, como una
implementacion general de lo que después seria el FEM.

La idea central del DSM es sustituir el sistema por un ndmero limitado (finito) de

elementos elasticos, y construir un sistema de ecuaciones lineales basado en la rigidez de
cada uno de ellos.



Ecuaciones constitutivas tensidon/deformacion.

En general, las tensiones en un elemento estructural consisten en seis componentes, las
tensiones normales en los ejes x, y y z: Uy, Oy y U, y las tensiones tangenciales sobre los
planos xy, yz y zx: Uy, Ly, y Uy De forma similar, las componentes de las deformaciones
son: Uy, Uy, Uz, Uy, Uyz,y Dax.

Figura— Tensiones y deformaciones en un elemento.

Bajo cortas condiciones, el estado tenso-deformacional puede ser simplificado,
reduciéndose al plano (2D). Con esta reduccidén se pueden presentar dos casos:

Estado tensional plano. Se aplica a cuerpos planos y delgados, de espesor constante y con
cargas en el propio plano de la estructura (xy). En el mismo:

0= Oyz= O =0; 0,=0 (1.1)

Estado deformacional plano. Para cuerpos largos, de seccion transversal constante y cargas
perpendiculares a su longitud (eje z). En el mismo:

Las relaciones constitutivas tension-deformacion para los estados tensional plano y
deformacional plano son diferentes [Lai et al. 1999], asi se tiene que, para el estado
tensional plano:
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mientras que para el estado deformacional plano:
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Ambas ecuaciones pueden reducirse a una Unica ecuacion matricial de la forma:

[C]=[DI0] (1.5)

Donde [[J] y [[J] son los vectores de tensiones y deformaciones, respectivamente, y [D] es
la matriz de elasticidad, que varia segin el estado sea tensional plano o deformacional
plano.

Elemento triangular de tres nodos.

El elemento més simple para el FEM en el plano es el llamado T3, formado por un
triangulo con tres nodos, situados en sus vértices. En la Fig. 1.4 se muestra la
representacion esquemética del elemento T3, sefialando las coordenadas de sus nodos (X,
yi) Y sus desplazamientos (Ui, V).

Los desplazamientos en los nodos y la deformacion en el elemento se relacionan mediante
la ecuacion:
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donde Xij = Xi — X Y Vii = Vi — Vi

Figura 1.4 — Elemento T3.



La ecuacion (1.6) se conoce como relacion deformacion-desplazamiento del elemento. En
ella, A es el area del elemento que, para un triangulo se puede determinar como:

X, Xy, X3

1
A= 5 Y Y, Ys| (L7)
1 1 1

Llamando a la matriz:

1 Yss 0 y;; O y, O

[B]zﬂ 0 X3 0 Xi3 0 X1 (1-8)
Xso Yoz X3 Ys1 X1 Yo

matriz de deformacion de desplazamiento, la ecuacién (1.6) se puede escribir, en forma
matricial como:

[O]=[Bl[u] (1.9)
La matriz de rigidez [K]e para un elemento se puede calcular como:
[K]. = tA([B]'[D][B]) (1.10)

donde t es el espesor del cuerpo analizado. Notese que para un elemento de tipo T3, la
matriz de rigidez tiene seis filas por seis columnas.

Formulacion del sistema de ecuaciones.

El sistema de ecuaciones que representa la formulacion discreta del problema, tiene la
forma:

KWl =[] (1.11)

donde [K] es la matriz de rigidez global del sistema, [u] el vector de los desplazamientos de
todos los nodos y [f] el vector de fuerzas externas que actdan sobre los nodos.

La matriz de rigidez global se obtiene sumando los elementos de la matriz de rigidez de
cada elemento, en dependencia del nodo al cual pertenece.

La solucién de la ecuacion (1.11) tiene la forma:
[l = [KI"[ (1.12)
Antes de solucionar este sistema, se eliminan realiza una simplificacion del mismo,

eliminando las filas y columnas que corresponden a fuerzas desconocidas (nodos con
restricciones).



Postprocesamiento.

Una vez obtenidos los desplazamientos de los nodos, por la ecuacion (1.12), se pasa a
calcular las deformaciones en cada elemento, utilizando la ecuacion de deformacion-
desplazamiento (1.9). Seguidamente, se determinan las tensiones en cada elemento para la
ecuacion de tension-deformacion (1.5).

Como criterio de la intensidad de las tensiones, se utiliza muchas veces la llamada tension
equivalente de Von Misses, calculada segln la expresion [Childs et al. 2000]:

Oy = \/(Gx +0,)’ -3(c,0, —13,) (1.13)
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