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Resumen.

En la resolucién de problemas pueden emplearse técnicas muy variadas, en dependencia
de las caracteristicas propias del mismo. Poder identificar, por ejemplo, cuando se
puede emplear la integral definida para resolver un problema suele resultar muy
conveniente. Las Diferencias Finitas, por su parte, tienen una amplia aplicacion en la
solucion de problemas en los cuales intervienen funciones de variables discretas.
Particularmente, en situaciones de indole econdémica es frecuente que surjan estos tipos
de problemas, donde la variable independiente suele ser el tiempo, cuando son
estudiados aspectos que se suceden a intervalos de tiempos fijos, como por ejemplo,
eventos que pueden ocurrir diariamente, mensualmente, anualmente, etc. Para modelar
matematicamente estos tipos de problemas, suelen ser apropiadas las diferencias finitas,
las integrales finitas y las ecuaciones en diferencias finitas.

Palabras claves: Diferencias finitas; integrales finitas; ecuaciones en diferencias
finitas.

Introduccion.

En situaciones relacionadas con aspectos de la vida diaria es muy frecuente
encontramos con problemas que pueden y deben ser expresados a traves de una relacion
funcional entre dos variables, donde la variable independiente que se adopta, toma
valores en un conjunto discreto, ordenado y cuyos elementos estan uniformemente
espaciados.

Para modelar matematicamente estos tipos de problemas, donde la variable
independiente es discreta, suelen ser muy efectivos los contenidos de Diferencias
Finitas; en particular, las Integrales Finitas, las Ecuaciones en Diferencias Finitas y los
métodos de Interpolacion de Newton con diferencias finitas y diferencias divididas.

En el presente trabajo se pretende mostrar las experiencias didacticas adquiridas en la
ensefianza de estos contenidos matemaéticos, en lo relacionado con su aplicacion en la
solucion de problemas.

Desarrollo.

Comenzaremos mostrando ejemplos de problemas que puedan ser modelados mediante
la utilizacién de las Integrales Finitas y posteriormente ejemplificaremos en la
utilizacion de las Ecuaciones en Diferencias Finitas para el mismo propdsito de
modelacién de problemas.

Vamos a presentar los contenidos matematicos minimos que resultaran necesarios. Los
lectores interesados en profundizar en este tema pueden consultar el libro: “Las
Diferencias Finitas y sus Aplicaciones”. (Hernandez, R. y Delgado, A. 2009).

Comenzamos presentando un teorema, relativamente simple, que permite calcular la
suma de los primeros términos de una serie, e inclusive, calcular de manera exacta la
suma de muchas series; aspecto este Gltimo, que no puede realizarse con los contenidos
que tradicionalmente se estudian en las Universidades con relacion a la convergencia de
las series numéricas.



Teorema fundamental del calculo de una suma
Si f(x) es una funcion definida para x=a, x=a+1, x=a+2,..., X=a+n
y F(x)= A f(x) para h=1. Entonces:

a+n-1

2100 A 2 FOo[™ = Fla+n) - F(a)

Observaciones:

-El operador A™ representa a la integral finita, que es a su vez el operador inverso de la
diferencia finita.

La aplicacion de este teorema tiene mucha similitud con la aplicacién de las integrales
definidas en la solucién de problemas. (Herndndez, R. 2009)

1) Ejemplos de aplicacion del teorema en ejercicios simples de sumas.
a) Calcular la siguiente suma:

S=1(2)+2(3)+3(4) +...+18(19)

Solucién:
" " 3 | % 20
5= X(x=1)=> x¥="77 = xx=Dx=2 _2()( L —20(12)(18) = 2280
x=2 x=2 2 2
S = 2280

b) Encontrar una expresion general en funcién de n para la siguiente suma:

S,=1+3+5+..+@2n—1)

Solucion:
1
) 2X(2) n+
1 n+1 _ n+l
S= XZ_;ZX—lz A (2X—1)1 = 2_ X :X(X—l)—X‘l

1
S=(n+Dn—-(n+D+1=n*+n-n-1+1=n?

S=n?

c) Encontrar la suma de la siguiente serie:



Y o m

“~n?24+9n+20

Solucion:

o0

IGTIR) 2 = 2
= (X+5)(x+4)'xz(x+5)<z> Z;(X+3)( : IlmZ(x+3)

_qy [N+

N—>c0 -1

n+1
“tim—L] = jim [—Lﬂj 1
n>oX 44| e\ n+5 5 5

= 1 1
'Zz—:g

= n“+9n+20

Ejemplos de aplicacion del teorema en la solucién de problemas que conducen al
calculo de una suma.

a) Una tira de esparadrapo esta enrollada en un cilindro de plastico de 1,25 cm de radio
exterior. Cada vez que se da una vuelta al cilindro con el esparadrapo, la longitud que se
enrolla es aproximadamente equivalente a la de una circunferencia. Estas
circunferencias van aumentando su radio. Si el espesor del esparadrapo es de 0,034 cm
y el rollo tiene en total 59 vueltas, ¢cual es la longitud total del rollo?

Solucion:

59
L= 27(125+0,034n) = [7(25+0,068n) ]
n=1

{71'(2 5n+0 oasﬁ)} {77(2 5n + 0,068 ”(”2 D )}

1
L = [2,5(60) + 0,034 (60) (59) — 2,5] = m (150 + 120,36 — 2.5)
~3,1416(267,86) =~ 841,508976
La tira de esparadrapo tiene, aproximadamente, 841,5 centimetros.

b) Una persona ahorra cada mes 50 centavos mas que el mes anterior. En 10 afios sus
ahorros suman 3690 pesos. Determinar lo que ahorré el primer mes.

Solucion:

Sea “a” la cantidad de pesos que ahorr6 la persona el primer mes. Entonces, en los 10
afnos ahorro:




120

s= Y. a+05(n-1)

n=1

At h+05(n-1) %

In+025(-)@ }F

fn+0.25(n-1)(n-2)

=121a +0,25(120) (119) - a
=120a +119(30) = 120a + 3570
Como esta suma es igual a 3690, se tiene que:

3690—-3570

120a +3570=3690 > a=—_~~ =>a=1
120

La persona ahorrd 1 peso el primer mes.

¢) En una tienda se van a vender 40 articulos manufacturados de un mismo tipo,
permitiéndose al comprador elegir el que desee. Previendo que los articulos de mas baja
calidad irdn quedando para el final, se determind vender los 20 primeros a un precio fijo
de 10 pesos cada uno; pero a los Gltimos 20 se les ird rebajando el precio, de manera que
cada uno se vendera en 20 centavos menos que el anterior. ;Cual es el importe total de
la venta?

Solucion:

20
s=200+ . (10-02x)=200+ ' (10-0,2x) 7]
x=1

21

=200+ LOXx—01x(x-1)) "

1

0,2(x)®
200 [(ﬂmLﬁ
2
=200 +10(21) — 0,1(21) (20) — 10(1)
=200+210—42—10=358

El importe total de la venta fue de 358 pesos

. = . a
d) Expresar el nUmero 1,416 como una fraccion de la forma b empleando sumas de

series.



Solucion:
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Ejemplos de aplicaciones de las Ecuaciones en Diferencias Finitas en la Solucion de
Problemas.

Las soluciones de la ecuacion en diferencias:
Yirz T Yia +2,Y, =0
Estan en dependencia de las soluciones de la ecuacion auxiliar m? + am+a,=0
1) M, # M, . Raices reales y desiguales.
2) M, =M, . Raices reales e iguales.

3) M, = a£bi  Rajces complejas conjugadas.

Soluciones de la ecuacion en diferencias en dependencia de la forma de las soluciones
de la ecuacion auxiliar.
1) Si M, # M, . Raices reales y desiguales.
Y, =Cm +C,m*
k = <My 2!l

2) Si M, =M, . Raices reales e iguales.



k k
Y, =C,m~ +C,km
3)si M, = axbi  Rajces complejas conjugadas.

Y, =C,r* cos(ke +C,)

a b
Donde, I =+va*+b*, cosp=—, Senp =

Ejemplos de aplicacion de las ecuaciones en diferencias finitas en la solucion de
problemas.

a) La poblacién de una ciudad aumenta un 40 % cada 10 afios. Si en 1970 tenia 50000
habitantes. ¢ Cual sera su poblacién en el 2020?

Solucién:
Sea Yy el nimero de habitantes en el afio k, considerando las siguientes relaciones:
k =0 para 1970, k = 1 para 1980,..., k =5 para 2020

Entonces:

Yva =14Y¢ , Yo =50000

Yia 1,4 Yk =0

m-14=0 =>m=14
Y =C 4]
Yo =50000 = 50000=C ¢4° = 5000=C. Luego:

Y, =50000 €49

Ys =50000 €4 3 = 50000 (5,37824) = 268912

En el afio 2020 la ciudad tendra 268912 habitantes.

b) Encontrar una funcion que exprese a cuanto asciende, al termino del afio k, el capital
gue va acumulando una persona como consecuencia de haber depositado 200 pesos en
un banco a un interés simple anual del 5 %. (Nota: En el caso del interés simple, las
ganancias producidas por los intereses se calculan, solamente, en base al capital
inicial).



Solucion:

Sea Y el capital acumulado por el hombre al término del afio k de haber realizado el
depdsito.

5
= + —(200) , =200
Yia = Yk 100( ) Yo

Y1 — Yk =0,05 (200)

Yia — Yk =10
m—-1=0=>m=1

*

Y = ak

Yis1 = & (k+1)
Sustituyendo en la tercera ecuacion:

dk+ad —-adk=10 = ad=10
Yy =10k

Y= Yy + y: = Yy =C +10k
Aplicando la condicion Y, =200
200 = C +10(0) = C =200

Y« = 200 +10k

¢) De un recipiente que contiene 10 litros de alcohol se saca un litro y se reemplaza con
agua. Después se saca un litro de la mezcla y se reemplaza con agua, efectuandose la
operacion 7 veces en total. ;Qué cantidad de alcohol queda entonces en el recipiente?

Soluciodn:

Sea Yy la cantidad de alcohol que queda en el recipiente después del reemplazo
namero k. Entonces:



9
yk+1:Eyk, Yo =10

Yia - % Yy=0

m-0,9=0 = m=09

Yk = C(0,9)"

Yo=10 = C(0,9° =10 = C =10
Y = 10(0,9)

Y; =10(0,9)" =10 (0,4782969)

y7 ~ 4,783

En el recipiente quedan aproximadamente 4,783 litros de alcohol.

d) Un obrero tiene que echar una carretilla de abono al pie de cada arbol, de una fila de
20 arboles, los cuales se encuentran a 6 metros uno de otro. Si la pila de abono esta en
linea recta con los arboles y a 8 metros delante del primero, ¢cuél es la distancia total
que tiene que recorrer el obrero, si al final deja la carretilla junto a la pila de abono?

Solucion:

Sea Y la distancia total que ha recorrido el obrero hasta que le ha echado abono al
arbol nimero k. Entonces:

Yo = Y +16+12k , Y, =16
Yiu — Y =12k + 16

m-1=0 =>m=1

Y, =C

Yy = ak?+bk

Yiur = a(k +1)? +b(k +1)

Sustituyendo:



ak? +2ak + a+bk + b—ak?® — bk =12k +16
2ak +a+ b =12k +16

) 2a=12

Ia+b=16

Resolviendo el sistema se obtiene:a=6 , b=10
Yy = 6k? +10k

Y = Yk + y:

Y = 6k®+10k +C

Como Y, =16 =16=6+10+C =C=0

Entonces: Yx = 6k? +10k

Evaluando en k = 20

Y20 = 6(20)% +10(20) = 2400 + 200 = 2600

La distancia total que debe recorrer el obrero es de 2600 metros.

e) Un hombre tomd cierta cantidad de naranjas de un naranjal; pero para salir del campo
tuvo que pasar por 7 puntos de control. Cada vez que pasaba por uno de los puntos de
control, tenia que dejar la mitad de las naranjas que tuviera en ese momento mas media
naranja. Al realizar esta operacion en los 7 puntos de control, salié con una sola naranja.
¢ Cudl fue el nimero de naranjas que tomd, inicialmente, del naranjal?

Solucion:

Sea Y el nimero de naranjas con que quedo el hombre después de pasar por el punto

de control nimero k.

1 1
Yia =5 Yk—z, Yy, =1

1 1
yk+1_5yk:_5



yk+1 =a
Sustituyendo en la segunda ecuacion:
1

a-ta-_1 L 1a__1_ -,
2 2 2

Y =1

. 1)\
Y=Y+ Y = yk:C(Ej -1

Aplicando la condicion Y; =1

1Y 1Y ,
1:c§ -1 =>Cl=|=2 =Cc=2 2" =C= 25

2
1 k
Y« = 256 (Ej -1

El nimero que se pretende determinar es Y, . Entonces:

1 0
Yo :256(§j ~1=256 —1=255

El hombre cogi6, inicialmente, 255 naranjas.
Conclusiones:

Las Integrales Finitas y las Ecuaciones en Diferencias Finitas tienen una gran aplicacion
practica en la solucion de problemas que estan asociados con funciones de variables
discretas.

Lamentablemente las Diferencias Finitas, como rama de la Matematica, que contiene a
las Diferencias Finitas propiamente dichas, asi como a las integrales finitas y a las
ecuaciones en Diferencias Finitas, no suelen formar parte de los programas de estudio
de las Carreras de Ingenierias y solo se estudian en la Licenciatura en Economia. Méas



Inconcebible aun es que no se estudie siquiera en la carrera de Licenciatura en
Matemaética.

Tal vez algun dia se le otorgue a las Diferencias Finitas el lugar y la importancia que
merece dentro de la Matematica.

Nuestra opinion es que no tiene aun el lugar que le corresponde, precisamente, por el
desconocimiento que una gran parte de los matematicos tienen con relacién a esta rama
de nuestra ciencia.
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