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Resumen.

Actualmente presentan problemas los textos utilizados en la asignatura de la Matematica
numérica, por falta de ejercicios aplicados a las carreras donde se imparten. En el
presente trabajo se elabora un folleto de ejercicios aplicados a las ingenierias de
Informatica e Industrial donde se encuentran grupos de ejercicios resueltos y propuestos.
Se realiza la implementacion en el MATLAB de los ejercicios familiarizando al
estudiante con dicho software.

Palabras claves: Matematica numérica, Ejercicios, MATLAB.

Introduccioén.

El desarrollo de la tecnologia computacional, su accesibilidad y la aparente facilidad de
su aplicacion ampliaron significativamente las posibilidades de los investigadores en la
resolucion de problemas aplicados complejos. Sin embargo, la utilizacioén eficaz de las
computadoras modernas es imposible sin el dominio de los fundamentos de los métodos
numéricos y sin una idea clara de coémo aplicarlos en la resolucion de problemas
concretos técnicos y cientificos. Los calculos por si solos, sin la comprension de su
eficacia y adecuacion al proceso analizado, no son de gran valor.

Hasta el curso 2008 — 2009 el texto basico de la asignatura de Matematica numérica en la
educacion superior se encuentra conformado por los libros:

. Matematica Numérica . Margarita Suarez Alonso (1986).

o M¢étodos numéricos en ecuaciones diferenciales y ajuste de curvas. Manuel H.
Tamayo Fajardo y Miguel A. Borges Trenard. (1984)

. Matematica Numérica. Colectivo de autores(1993)
. Calculo con Trascendentes Tempranas. James Stewart (1999)
. Calculo con Geometria Analitica. Earl W. Swokowski (1988)

Estos libros de textos tienen en comun una bibliografia de los afios 70, con el empleo de
lenguajes de programacion en desuso; los ejemplos son resueltos mediante software no de
forma manual, lo que no permite al estudiante familiarizarse con €él, y ninguno concentra
en si el contenido de la asignatura por lo que el profesor se ve en la necesidad de estar
llevando al estudiante de un texto a otro, lo cual es un inconveniente pues cada libro tiene
su propia forma de tratar los temas. Estos libros no logran llegar al estudiante de
ingenieria pues no tratan temas vinculados con sus especialidades sino que ponen los
gjercicios para utilizar el método por lo que no visualizan la gran utilidad de la
Matematica Numeérica para un ingeniero.



El presente trabajo tiene el objetivo de proponer un folleto de ejercicios que supla las
deficiencias de ejercicios aplicados a estas ingenierias, ademas, de introducir métodos
que se emplean que no aparecen en ellos.

Por lo que esta investigacion aporta:
o Folleto de apoyo con ejercicios aplicados,
o Introduce el trabajo con software actualizado,

o Introduce los contenidos con problemas ingenieriles llegando a su resolucién
manual y digital para lograr una mayor compenetracion del estudiante con su
desarrollo.

Es indispensable que el estudiante de ciencias técnicas entienda que estd haciendo
digitalmente pues las herramientas computacionales son muy comodas pero no
interpretan la solucién y no se percatan si con el paso empleado el método estd o no
convergiendo a la solucion, por lo que la respuesta obtenida por el software no nos
garantiza la eficacia de la misma. El factor humano siempre es importante.

Esta obra tendra ejercicios resueltos y propuestos enriquecidos con abundantes problemas
para todas las especialidades. En el caso de los ejercicios resueltos se emplearan
problemas de facil manejo manual enfatizando en el uso de los métodos y luego se
realizara la implementaciéon del mismo para emplearlo en casos mas complejos. Esto
ultimo es primordial pues el estudiante tiende a hacer rechazo cuando se enfrenta a
muchos célculos manuales innecesarios sabiendo que implementarlo es mas facil, pero
reiteramos, es importante el trato de los métodos para que se percate de los detalles del
mismo.

Distribucion de contenidos.
Proponemos como contenido del folleto el usual, s6lo que en alguno de los capitulos se
introduciran métodos nuevos que son empleados con frecuencia por los ingenieros y que
no se encuentran en todos los libros anteriores.

. Capitulo I: Preliminares.

. Capitulo II: Raices de ecuaciones.

. Capitulo III: Sistemas de ecuaciones. Matrices.

o Capitulo IV: Aproximacion de funciones.

o Capitulo V: Derivacion e Integracion numérica.



o Capitulo VI: Optimizacién numérica.

o Capitulo VII: Ecuaciones diferenciales ordinarias

Seccion de ejercicios resueltos

Esta seccion es una de las novedades en este folleto pues tratard de forma diferente la
resolucion de los ejercicios. Veremos algunos ejemplos que proponemos, el primer caso
es del tipo de facil manejo manual que es implementado luego obteniéndose una
comparacion de los resultados, en el segundo nos encontramos frente a un ejemplo de
mayor complejidad donde se analiza la obtencion de los datos por el software.

1. De ocurrir un accidente con contaminantes toxicos gaseosos en un medio
liquido, se desea precisar el tiempo que demorara en llegar a la superficie una
burbuja. Durante el recorrido hacia la superficie la burbuja estard sometida a
la fuerza de Arquimedes y la friccidon viscosa del liquido, de forma que su

., , ., . m
aceleracion estd dada por la expresion: a = 10 — 5v, donde v estd dadaen — y
S

m . ., .
a en—-. Construya la curva de velocidad en funcion del tiempo, en el
S

intervalo comprendido entre 0y 0,6 s.
Solucion:
La ecuacion diferencial del problema tiene la forma:

d—v=10—5v
dt

bajo las condiciones iniciales: t; =0 = Vv, =0.

Aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, utilizando las ecuaciones:



Kl =h-(10—5Vi_1)

Ko = h-{10—5(vi_1+%)}

Kz = h'{10—5(Vi—1+K72)}

K4 =h'{10—5(Vi_1+K3)}
K1+2K2 +2K3 +K4
6

Vi=Vj_1+
tj = ti_1+h

Se toma, como paso h = 0,3; lo cual hace que el intervalo se divida en 2 subintervalos.

m
Sustituyendo vp = 0 se obtiene en el primer paso v; = 1.4188 — y t; = 0.3 s. En el
S

segundo paso, en el que se sustituyen los valores obtenidos anteriormente, se llega a que

m .
v,=1.798 — y t, = 0.6 s, deteniéndose el método.
S

Veamos que sucede cuando resolvemos el problema en MATLAB, utilizando el siguiente
codigo:

f=inline ('10 - 5*V','t', 'V");
[t,v] = 0de45(f,[0:0.3:0.6],0);
plot(t,v),grid

Se obtiene la grafica:
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Se puede observar que hay algunas discrepancias con los resultados obtenidos
manualmente, esto es frecuente pues se incurre en errores de redondeo. La grafica queda
un poco burda por haberse dividido el intervalo en s6lo dos subintervalos. Segun se tome
el paso mas pequefio notaremos como la grafica se suaviza. Por ejemplo corramos el
programa con un paso h = 0,1; lo cual hace que el intervalo se divida en 6 subintervalos.

Con los valores de t y v, se construye el grafico deseado, que queda de la forma:
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Si se empleara un paso aun mas pequefio, por ejemplo h = 0.01, la precision seria mayor
pero el trabajo manual se complica pues ahora tendriamos 60 subintervalos. Pero como
ya implementamos el método, la grafica que obtenemos es:
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2. Una plancha de acero, bidimensional, de dimensiones B = 200 mm y H =
50mm de altura, estd sometida a un flujo de calor estacionario. Si las
temperaturas de sus caras son: superior OAB = 80°C, lateral derecha 6BC =



50 °C, inferior OCD = 25 °C y lateral izquierda ODA = 25 °C, determine la
distribucion de temperaturas en la plancha.

A 0,5 = 80 °C

o

6, = 25 °C
fse = 50 °C

D fp = 25 °C C

Solucion:

Como se trata de un problema de transferencia de calor en régimen estacionario, se utiliza
la ecuacién de Laplace, que es una EDP de segundo orden, con dos variables
independientes.

d*e . d“e
dx® dy?

=0:4{0 < x <200; 0 <y <50}

Para la ecuacion anterior, el discriminante est4d dado por:
A=a,-4,8,=0-1-1=-1

Como A < 0, estamos en presencia de una EDP de tipo eliptico. Las condiciones de
contorno estan dadas por los valores de la funcion en la frontera de la region analizada, lo
cual constituye un problema con condiciones de frontera de primer género o problema de
Dirichlet. Las condiciones de frontera se pueden escribir como:

#=80:{y=50; 0<x <200}
8=50:{x=200; 0<y <50}
8=25:{y=0; 0<x <200}
8=25:{x=0; 0<y <50}



Tomando como paso h = 10, tanto en el sentido horizontal como en el vertical, se tienen
una rejilla con M = 21 nodos en cada fila y N = 6 nodos en cada columna. Los nodos se
numeran tal como se muestra en la figura siguiente.
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Para escribir las ecuaciones del sistema, se comienza por los nodos de la frontera, asi se
tiene que:

6, =1(6,,+6,,)=1(80+25)=52,5

1

&, =..=6,=08, =80
6., = %(H,ﬂ.ﬂ - 5’5,:) = %(SD — 50) =65
‘942 = LL’153 - ‘984 = ‘911:15 = QBC =30
Brag = %(Sac + HCD) = %(50“‘ 25)=37,5
ch? 5 U0 9125 = SCD =25

Oros = %(Hc.c:- + gm.) = %(25 +25) =25
szz 43 = 54=€55=9AD=25

Noétese que para los elementos de las esquinas se tomo la media entre las temperaturas de
las dos caras adyacentes. Las ecuaciones para los nodos interiores se escriben utilizando
el operador diferencial de red de segundo orden, para dos dimensiones:

0 80 6.4;+6,1-46,;+6,;+6 .4 _ 0
ox°  ay* h’

Utilizando la ecuacion anterior, para cada uno de los nodos anteriores, se tiene que:



&, +6, -46,; +6,, +06,, =0
O, +60,—48, + .. + 6, =0
&

y asi sucesivamente para el resto de los nodos interiores.

Con todas las ecuaciones anteriores, se forma un sistema lineal de 126 ecuaciones y 126
variables (01,..., 6126), cuya solucién conduce a los valores de temperatura en cada
punto:

& i & i & i & i & i a8,
52.5] 22 |25.0] 43 |25.0]1 64 | 25.0] 85 |25.0]1106 | 25.0
80.0) 23 [51.3]| 44 (39.3]| 65 [32.8] 86 |28.5]1107 |25.0
80.0124 [61.1]1 45 |[47.9] 66 |38.5] 87 |31.3]1108|25.0
80.0) 25 [65.2] 46 | 52.6| 67 (42.2| 88 |33.2]109 | 25.0
80.0]1 26 [67.1] 47 |55.1]1 68 (44.3] 89 |34.4]110 | 25.0
80.0] 27 |68.0] 48 |[56.4| 69 (45.5|] 90 |35.1]111|25.0
80.0) 28 [68.5]1 49 [57.2] 70 [46.2] 91 [35.5]1112|25.0
80.0) 29 [68.7]| 50 |[57.5| 71 [46.5| 92 |35.7]1113|25.0
80.0] 30 [68.8] 51 |57.7]) 72 |46.8] 93 |35.8]114 | 25.0
10 |80.0) 31 |68.9]1 52 |57.9] 73 |46,9] 94 | 35.9]115| 25.0
11 |180.0) 32 |69.0]1 53 (57.9] 74 |46,9] 95 |36.0]116 | 25.0
12 {80.0] 33 (69.0] 54 [57.9] 75 |46.9] 96 |36.0]1117 | 25.0
13 {80.0] 34 [69.0] 55 (58.0] 76 [47.0] 97 |36.0]1118 | 25.0
14 180.0) 35 |69.01 56 |57.9) 77 |47.0] 98 |36.0]1119|25.0
15 |180.0) 36 |68.9]1 57 |57.9] 78 |46.9] 99 |36.0] 120 | 25.0
16 |80.0) 37 |68.9]1 58 [57.8] 79 |46.9] 100 | 36.0) 121 | 25.0
17 {80.0] 38 [68.7] 59 |57.6] 80 [46.8] 101 |36.01122|25.0
18 |80.0) 39 |68.21 60 [57.2]1 81 [46.8]102 |36.2]1123|25.0
19 {80.0] 40 [66.8] 61 [56.3] 82 [47.0]103|37.01124 | 25.0
20 |80.0] 41 |62.8] 62 |54.2]1 83 [47.8]1104 |40.01125 | 25.0
21 |65.0]1 42 |50.0) 63 |50.01 84 [ 50.01105|50.01126]| 37.5

W~ |b (W N =~

Finalmente, y para una mayor comprension de los resultados, estos se plotean en un
grafico de contorno.
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Si se desea una mejor aproximacidén, entonces se toma un paso mas pequeiio.
Lamentablemente, al crecer la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones, su
inversion se hace impracticable. Por tanto, se aplica el método de Richardson, para
resolver el sistema de forma iterativa, basado en las ecuaciones:

i+1,7 + -

167 (X, y,)eT

i alm (m) (n) (n) .
gn+1) {!’E(& +65;+ 6 6 (X, }";) gl
i J

Para resolver el problema en MATLAB, se utiliza el siguiente codigo:

T AB =80; % Temperatura de la superficie AB [°C]
T BC=50; % Temperatura de la superficie BC [°C]
T CD=25; % Temperatura de la superficie CD [°C]
T DA =25; % Temperatura de la superficie DA [°C]

B =200; % Ancho de la placa [mm]
H =50; % Altura de la placa [mm]
h=1; % Paso de la rejilla [mm]
% Calculo de la cantidad de elementos

M =B./h;

N =H./h;

% Generacion de las Matrices de Datos
D=ones(N+1,M+ 1);
TO = zeros(size(D, 1), size(D,2));
fori=1:size(D,1)
forj=1:size(D,2)
if (1 ~= D&(1 ~= size(D,1))&(j ~= 1)&(j ~= size(D,2)))
D(i,)) =2;
end
if(i==1)
ifG==1)
T0(®i,j) =(T_AB+ T DA)./2;
elseif (j == size(D,2))
TO(i,j) =(T_AB +T_BC)./2;



else
TO0(i,j) =T _AB;
end
elseif (i == size(D, 1))
ifG==1)
T0(@i,j) =(T_CD+ T _DA)./2;
elseif (j == size(D,2))
T0(@,j)=(T_CD+ T BC)./2;

else
T0(@,j)) =T CD;
end
elseif G==1)

TO0(@i,j) = T_DA;
elseif (j == size(D,2))
TO0(i,j) =T BC;
end
end
end
% Calculo iterativo
T1 = zeros(size(TO0,1), size(T0,2));
E = max(max(abs(T1 - T0)));
c=0;
while ((E > 0.01)|(c >= 10000))
fori=1:size(D,1)
forj=1:size(D,2)
if (D)) ==1)
T1(1,) = TOG,));
elseif (D(i,j) == 2)
T1(i,j) = (TO(@-1,j) + TOG+1,j) + TO®,j-1) + TO(i,j+1))./4;
end
end
end
E = max(max(abs(T1 - T0)));
disp(E)
TO=TI;
c=ct1;
end

% Creacion de las Matrices de Resultados para Plotear
x =D;
y=D;
fori=1:size(D,1)
forj=1:size(D,2)
X(1,)) =h.*( - 1);
y(ij) =H-h*@{-1);
end
end
% Ploteado de los Resultados



contourf(x,y,T1,[25:5:80]),grid,
title('Distribucion de Temperaturas [°C]'),colorbar,
axis image, xlabel('x [mm]"), ylabel('y [mm]')

En la figura siguiente se muestra el ploteado de los resultados para un paso h = 1.
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Conclusiones.

De esta manera hemos culminado la primera parte de la investigacion, que tiene como
resultado toda la documentacion con la que contaran los estudiantes; la cual formara parte
de la bibliografia de la asignatura.

De esta manera se le entrega a los estudiantes las herramientas de trabajo para que en un
futuro las utilicen en su perfil profesional, logrando asi, graduar ingenieros, cientificos e
investigadores capaces de transformar la economia del pais para un futuro mejor.
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