


LAS FUNCIONES DIDACTICAS EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

Introduccion

El éxito o el fracaso de una clase esta condicionado por una variedad
considerable de factores. Estos factores se manifiestan tanto en el momento de
la clase, como en etapas anteriores a ella y estan unos relacionados con el
profesor, otros con los estudiantes y otros con la situacién de ensefanza en el
sentido mas amplio; es decir, considerando también todas las situaciones
ambientales y materiales que pueden intervenir.

Ahora bien, en el periodo en que se desarrolla la clase como tal, es de vital
importancia la armonia y la unién que pueda lograr el profesor entre todos los
elementos del proceso docente educativo que objetivamente existan en su
clase. Para lograr esta interrelacion armoniosa y llevar a cabo felizmente la
clase, el profesor debe conocer los diferentes pasos didacticos en que puede
ser dividida una clase. Cada uno de estos pasos desempefia un rol significativo
en el logro de los objetivos y son en conjunto como una gran cadena con sus
diferentes eslabones, por lo que debe velarse por la calidad de cada uno de los
eslabones, para que no se quiebre la cadena.

Los pasos didacticos a los cuales se ha hecho referencia se denominan
funciones didacticas.

Clasificacion de las funciones didacticas

Las funciones didacticas, como partes integrantes del proceso de ensefanza
aprendizaje, se clasifican en:

a) La motivacion.

b) La orientacién hacia el objetivo.

c) El aseguramiento del nivel de partida
d) La elaboracion del nuevo contenido.
e) La fijacion.

f) El control y valoracién del rendimiento.

Los nombres de las funciones didacticas son bastante elocuentes de por si e
indican en qué consisten cada una de ellas. Pero, usted, como profesor,
cuando esta planificando sus clases o cuando las esta desarrollando con sus
estudiantes ¢tiene siempre en cuenta el cumplimiento de cada uno de estos
pasos didacticos?. Si la respuesta es afirmativa existe una gran probabilidad de
que sus clases se desarrollen con un elevado nivel pedagdgico. Si la respuesta
es negativa seria muy util para usted y para sus alumnos que comience a
tenerlas en consideracién lo antes posible.

Es oportuno destacar que en una sola clase de Matematica no tienen que estar
presentes todas las funciones didacticas. En realidad esto ocurre muy raras
veces. Aunque la motivacién y la orientacidn hacia el objetivo no deben faltar
nunca en una clase.



Para ilustrar como se pueden desarrollar las diferentes funciones didacticas en
el proceso de ensefianza aprendizaje de la Matematica, en este trabajo se
incluyen ejemplos con contenidos matematicos de la ensefianza media y de la
ensefianza superior. Esto se hace por las siguientes razones:

- Para que el trabajo tenga aplicacion en una esfera mas amplia.

- Para facilitar la interpretacion de las funciones didacticas, cuando se
ejemplifica con contenidos de la ensefanza media, que deben resultar
de mas facil comprension para un mayor numero de profesores.

- Para suplir, en alguna medida, la carencia de materiales didacticos que
aborden el tratamiento de las funciones didacticas con contenidos
matematicos del nivel superior.

. Se analizaran ahora detalladamente cada una de las funciones didacticas.

LA MOTIVACION

Se entiende por motivacion a la intencién de provocar en el estudiante la
realizacion consciente y deseada de una actividad. Los profesores conocen la
significacidn que tiene para el aprovechamiento académico de un estudiante, el
interés personal que éste manifieste por la apropiacion de los conocimientos y
la espontaneidad y el deseo con que se entregue a las tareas. De igual forma
se conoce el resultado nefasto de la falta de estas condiciones. Si una cosa
debe estar clara es la necesidad que tiene el profesor de lograr que sus
alumnos sientan interés por la apropiacion del contenido que se les esté
impartiendo.

Para que un alumno esté motivado es requisito indispensable que sienta que el
trabajo que esta realizando es razonable y necesario. El alumno debe
comprender que existe la necesidad de aprender ese contenido, que es util en
algun sentido el dominio del mismo. Después debe reconocer que éste no
forma parte de su caudal de conocimiento actual. Con esto, estan creadas las
condiciones para que se produzcan -contradicciones internas entre los
conocimientos alcanzados y las nuevas demandas de conocimientos que se
plantean, y este sera el motor impulsor para que se manifieste el interés por el
aprendizaje. Luego, es una tarea del profesor lograr que se produzca esta
secuencia en que el alumno interiorice la necesidad del trabajo y se creen en él
los deseos de enfrentarlo.

En Matematica, ademas de motivarse la necesidad de resolver un problema,
debe motivarse también la forma de realizar la actividad, la via que debe
seqguirse para resolver el problema de la forma mas razonable. El alumno debe
estar convencido de que la forma escogida es correcta y las mas adecuada.

Esto es comparable con la siguiente situacion de la vida practica:

Supdngase que es necesario convencer a un grupo de personas sobre la
necesidad de chapear un jardin escolar y se logra su aceptacion, pero es
posible que después se requiera convencerlos de la necesidad de realizar esa



actividad, con guataca y no con machete, porque se desea encanterar algunas
plantas.

La motivacion puede efectuarse relacionando el contenido de estudio con
situaciones de la vida practica que rodean a los estudiantes o bien
relacionando el nuevo contenido con otros de la propia asignatura que ya los
alumnos conocen. La primera de estas formas resulta mas objetiva para el
estudiante, pero su aplicacion en Matematica no es siempre posible y en la
mayoria de las ocasiones se hace necesario hacer uso de la segunda forma.

El procedimiento a seguir en este caso es variable y depende l6gicamente de
las caracteristicas del contenido. A veces se pueden establecer analogias con
contenidos anteriores. Si, por ejemplo, ya los alumnos conocen que las
amplitudes de los angulos interiores de un triangulo suman siempre 180°, se
les puede plantear la interrogante de que si existira siempre un valor fijo para la
suma de las amplitudes de los angulos interiores de un cuadrilatero convexo.
También, si ya los estudiantes conocen un conjunto de propiedades que
caracterizan a todos los problemas que puedan ser modelados mediante la
derivada de una funcion real en un punto, se les puede preguntar si existira, de
manera semejante, otro conjunto de propiedades que caractericen a su vez a
todos los problemas que puedan ser modelados mediante una integral definida.

En ocasiones, el nuevo contenido puede verse como una generalizacion de
contenidos anteriores. Por ejemplo, la introduccion de exponente negativo,
puede verse como una generalizacion de exponente natural que ya el alumno
conoce.

Los problemas de optimizacién de funciones de varias variables pueden verse
como una generalizacion de los problemas de optimizacion de funciones de una
variable que ya fueron estudiados en clases precedentes.

Existen ademas otras formas de concebir esta relacién, tales como la
justificaciéon de una mayor utilidad o facilidad para el trabajo con la aplicacién
de los nuevos contenidos con respecto a otros anteriores. Por ejemplo, al
estudiar la regla de L’ Hopital se puede motivar resaltando su gran aplicabilidad
en el calculo de limites de funciones de formas muy variadas, en contraposiciéon
con otros procedimientos que se aplican en situaciones mas especificas, tales
como los limites fundamentales trigopnométrico y algebraico, la regla de Leibniz,
las equivalencias entre infinitésimos, los diferentes 6rdenes de magnitud entre
infinitos e infinitésimos, etc.

En la introduccion de un nuevo contenido, a veces es posible utilizar la
inversion de un problema conocido, que como caso tipico tiene los reciprocos
de teoremas.

Se puede motivar también exponiendo cuales fueron las causas que provocaron
el surgimiento del contenido. Qué situaciones objetivas, que no se habian
podido resolver matematicamente hasta ese momento, fue posible resolverlas
después con la aplicacion del nuevo contenido. Quién o quiénes fueron sus
descubridores; qué dificultades tuvieron que enfrentar. Si es posible dar algunos
detalles de las biografias de sus descubridores que puedan resultar



interesantes para los estudiantes. Todo esto contribuye ademas al componente
educativo de la clase.

Es evidente que, la motivacion y la orientacion hacia el objetivo, aunque desde
el punto de vista conceptual difieren notablemente, en su manifestacion en la
clase estan intimamente relacionadas y, generalmente, cuando interviene una
esta también implicita la otra.



ORIENTACION HACIA EL OBJETIVO

Seguramente muchos han tenido la oportunidad de presenciar en alguna
ocasion, ya sea como observador o como estudiante, como un profesor esta
realizando una gran disertacion sobre el contenido de una clase, mientras los
alumnos permanecen sumidos en la mayor incomprension, sin la mas remota
idea del significado de los pasos y de los objetivos que persigue el profesor en
cada uno de ellos; mientras los alumnos ignoran totalmente qué es lo mas
importante y qué es lo secundario, qué es lo que se espera de ellos y cual es el
camino que se esta empleando para obtenerlo. Esto es comparable a vendar
los ojos a una persona y trasladarlo en esas condiciones hasta un lugar
desconocido para él y una vez llegando al lugar quitarle las vendas. ¢Podra
esa persona realizar el recorrido soélo es otra ocasion?. Parece que no.

Es de gran importancia que el alumno tenga conciencia plena de lo que se esta
elaborando y de la utilidad del camino que se esta empleando, para que su
mente no divague, para que pueda participar activamente en la elaboracién del
nuevo contenido.

La orientacion hacia el objetivo no significa ni mucho menos que al comienzo
de la clase se realice la lectura de los objetivos, empleando una fraseologia
que contiene seguramente palabras relacionadas con los nuevos contenidos y
que para los alumnos es como si les estuvieran hablando en otro idioma. Con
eso no se obtienen muchos resultados. La cuestion estd en emplear un
vocabulario que sea comprensible al alumno (sin dejar de ser cientifico) y que
realmente lo oriente, le sirva de guia para que sepa siempre, en cada momento
de la clase, qué se esta haciendo, para qué se esta haciendo y por qué se esta
haciendo asi.

La orientacion hacia los objetivos no es una tarea especifica del inicio de la
clase, es una tarea a cumplimentar en todo el desarrollo de la misma. Siempre
que se esté realizando una actividad el alumno debe conocer cdmo se hace y
por qué se hace. Ademas, cuando se inicia una unidad, se debe brindar a los
alumnos una informacién sobre los objetivos fundamentales que deben
lograrse en esa unidad.

Es bueno aclarar que para que el profesor pueda ofrecer una correcta
orientacidon hacia los objetivos, es imprescindible que él mismo tenga un buen
dominio de los objetivos del programa.

En estas orientaciones no es suficiente enunciar el contenido del objetivo, sino
que debe precisarse el nivel al cual se pretende llegar. Por ejemplo, se puede
informar a los estudiantes que en la presente clase se van a realizar
operaciones combinadas con numeros racionales, pero seria mucho mejor si
se les aclara que en los ejercicios se van a emplear numeros fraccionarios y
numeros decimales y que generalmente constaran de dos o tres operaciones
en cada caso. De manera similar, se puede informar a los estudiantes que en la
presente clase se pretende que ellos desarrollen habilidades en el calculo de
integrales definidas. Pero esa informacion podria precisarse aun mas si se
afiade que en el calculo de dichas integrales se hara necesario la aplicacion de
los diferentes métodos de integracion que han sido estudiados y que uno de los



principales objetivos de la clase es que los estudiantes logren identificar el
método de integracion conveniente, ademas de efectuar el proceso de
integracion. Esto les da una visidbn mas amplia a los alumnos y una orientacién
mas precisa.

No obstante lo dicho anteriormente, no debe caerse en el error de anticipar los
resultados, pues esto puede ir en detrimento del interés de los estudiantes. Por
ejemplo, no seria adecuado decir: “En la clase de hoy vamos a estudiar un
teorema que establece que el volumen de un ortoedro se calcula a través de
la fébrmula V=a.b.c’, si es que uno de los objetivos de la clase es que los
alumnos deduzcan esa formula por si mismos. O que se dijera: “Las
propiedades que caracterizan a todos los problemas que pueden ser
modelados mediante la derivada de una funcion real en un punto son las
siguientes:” (y que se enunciaran esas propiedades), si uno de los objetivos
que se proponen en la clase es que los estudiantes vayan deduciendo esas
propiedades hasta conformar la caracterizacién general.

ASEGURAMIENTO DEL NIVEL DE PARTIDA

Consiste en la creacion de las condiciones previas necesarias que deben
poseer los alumnos para poder enfrentar exitosamente el nuevo complejo de
materia. Esto es algo en lo que el profesor debe meditar cuidadosamente en la
etapa de la preparacion de la clase.

El profesor debe conocer el nivel real de partida que tienen sus alumnos y el
nivel de partida que necesitan para lograr los objetivos propuestos. Conociendo
esto debe encauzar su trabajo hacia el logro del nivel de partida ideal
reactivando los conocimientos esenciales que asi lo requieran.

Esta reactivacién puede hacerse explicitamente en algunas clases de repaso
que se consignan para ese fin al comienzo de determinadas unidades, o bien al
inicio de la clase de nuevo contenido. Por lo general ambas formas pueden
combinarse estando en dependencia de la valoracidon que haga el profesor.

En muchas ocasiones se escucha a un profesor expresando su inconformidad
porque la asimilacion del contenido por parte de sus estudiantes no se
corresponde con el esfuerzo que él realizé en la imparticion de su clase, pero
¢habra tenido en cuenta ese profesor el aseguramiento del nivel de partida, o
sea, garantizar que sus alumnos recuerden y dominen los contenidos que ya
les fueron impartidos y que resultan indispensables para elaborar la nueva
materia, antes de desarrollar el contenido nuevo de su clase?. Si esto no se
cumple es equivalente a querer levantar un edificio sin echar primero los
cimientos. Es facil comprender que si, por ejemplo, un alumno no domina los
productos, por grande que sea el esfuerzo que se realice para ensefiarlo a
dividir, ese esfuerzo esta condenado irremediablemente al fracaso, porque en
el proceso de la division es necesario realizar multiplicaciones, si no sabe
multiplicar no puede aprender a dividir. Lo mismo ocurre si se quiere que los
estudiantes aprendan a determinar los puntos de extremos locales de
funciones de variable real, sin que los estudiantes hayan desarrollado las
habilidades necesarias para la derivacion de funciones. Evidentemente eso no



se podra lograr, porque en el procedimiento habitual para determinar dichos
puntos se requiere hallar las derivadas de esas funciones.

Aunque a primera vista pudiera parecer exagerado, es sin embargo una
realidad, que casi la totalidad de los contenidos nuevos que se elaboran en
Matematica estan en mayor o menor medida relacionados con otros contenidos
que ya los alumnos han recibido; s6lo que en muchas ocasiones ni siquiera el
profesor se percata de ello. Afortunadamente, no es tan dificil evadir los errores
de esta indole. Simplemente, cuando el profesor esté preparando un nuevo
contenido, no debe olvidar nunca hacerse las siguientes preguntas: ; En cuales
de los contenidos, que ya el estudiante conoce, yo debo basarme para elaborar
el nuevo contenido?. ;Qué actividades previas debo realizar para garantizar
que esas bases existan realmente?. Por supuesto, tienen que hacerse las
preguntas y darse las respuestas correctas, de lo contrario no tendria éxito el
interrogatorio.

Es bueno destacar que existen aspectos en cuanto a las condiciones previas
no tan especificamente de la asignatura, pero que inciden también en el
aprovechamiento académico y que requieren tratarse a largo plazo. Algunos
ejemplos de ellos son: el grado de madurez en la actividad mental, la actitud
frente al aprendizaje, habitos, conducta, etc.

ELABORACION DEL NUEVO CONTENIDO.

Para la elaboracion de los nuevos contenidos debe analizarse siempre la
posibilidad de relacionarlos con otros contenidos que ya el alumno conozca.
Los contenidos que son asimilados en forma aislada, sin formar parte de
ningun contexto mas amplio, son muy susceptibles de ser olvidados.

Los contenidos y ejemplos que se desarrollen en la clase deben ser
cuidadosamente seleccionados como esenciales. No es aconsejable atiborrar a
los estudiantes con exceso de explicaciones de hechos secundarios que ellos
mismos pueden descubrir después. Esto dificulta el proceso de generalizacion
y de orientacion hacia los objetivos fundamentales.

Es importante que los alumnos tengan la posibilidad de participar activamente
en la elaboracion del contenido. Se siente mas amor por lo que nosotros
mismos hemos ayudado a construir.

La presentacion de la nueva materia, debe hacerse en forma precisa y
asequible para el estudiante, de forma que permita a éste formarse
representaciones claras del contenido. Estas representaciones deben tener un
ordenamiento légico para que los alumnos pueden formarse conceptos claros.
Una clase debe tener una buena concatenacién; en su estructura las partes
deben ir entrelazadas y cada una de esas partes debe desarrollarse en el
momento justo en que le corresponda. Si en una clase deben cumplimentarse
varios objetivos, el orden no puede ser seleccionado al azar. Cuando se esté
planificando la clase, se debe analizar cual es el orden mas légico. Por otra
parte, los alumnos deben tener la oportunidad de aplicar los conocimientos



adquiridos en la practica para obtener mayor conciencia de la utilidad de los
mismos. De esta manera se puede evitar la pregunta que a veces hacen los
estudiantes al profesor: 4y esto para qué sirve en la practica?.

Se analizaran ahora algunas formas de proceder para la elaboracién del nuevo
contenido en la asignatura Matematica.

Estas formas de actuacion, que se analizaran, se nombran principios
heuristicos o procedimientos heuristicos.

Algunos principios heuristicos

Medir y probar sistematicamente.

Aplicacion del principio de la movilidad.

Induccion incompleta.

Consideracion de casos especiales o casos limites.
Analogia.

Generalizacion.

) Reduccién a problemas ya resueltos.

eoeaoze

Se presentaran a continuacion algunos ejemplos donde se pongan de
manifiesto estos principios heuristicos:

a) Mediry probar_sistematicamente.

Ejemplo1:
Se quiere elaborar, conjuntamente con los alumnos, el teorema de la suma de
los angulos interiores de un triangulo. Para ello se deja como tarea en la clase
anterior, construir dos triangulos cualesquiera, medir sus tres angulos interiores
y sumar esas amplitudes en cada caso. Los resultados obtenidos por los
alumnos se encontraran proximos a 180°; de ahi se llega a la suposicion del
enunciado del teorema.

Ejemplo 2:
Al final de la clase anterior a la clase en la cual se estudiaran los problemas de
optimizacién de funciones de una variable real, se pueden seleccionar 4 6 5
estudiantes, de los mejores del aula, y entregarles a cada uno de ellos una hoja
cuadrada, todas de igual tamafo, y pedirles que realicen la siguiente tarea
extraclase :
a) Recortar un cuadradito en cada uno de los vértices de la hoja, de manera
que

los cuatro cuadraditos sean de igual tamafio.

b) Formar una cajita en forma de ortoedro con lo que quedoé de la hoja.
c) Calcular el volumen de la cajita resultante.
d) Traer para la préxima clase la cajita conjuntamente con el calculo de su
volumen.



Después que cada uno de los estudiantes halla presentado el resultado de su
trabajo, se destaca que los volumenes obtenidos no son iguales y que se
desea investigar de qué tamafo deben ser los cuadraditos que se recorten
para obtener el mayor volumen posible de la cajita. De esta manera
introducimos el nuevo contenido y estamos ademas realizando la motivacion de
la clase.

b) Aplicaciéon_del principio_de la movilidad.

Ejemplo1:

En una clase se quiere elaborar el teorema de los angulos alternos entre
paralelas. El profesor traza dos rectas paralelas en el pizarron y fija un punto B
en la paralela inferior. A continuacion utiliza la regla como si fuera la recta
secante que pasa por el punto B, y la va moviendo para que los alumnos vayan
observando que en la medida en que uno de los angulos alternos disminuye o
aumenta, al otro le sucede lo mismo. Los alumnos pueden entonces suponer
que los angulos alternos entre paralelas son congruentes.

Ejemplo 2:

Para obtener el primer criterio de suficiencia para la existencia de extremos
locales de una funcién real de una variable, basado en el analisis del signo de la
primera derivada en una vecindad reducida de un punto critico, se traza el
grafico de una funcién que tenga un maximo y un minimo local. Se situa una
regla como si fuera una recta tangente a la curva en un punto situado a la
izquierda del punto critico X, y se va moviendo la regla manteniéndola en la
posicion de una recta tangente hasta pasar por el punto x, y continuar por otros
puntos situados a la derecha del punto critico. Teniendo en cuenta que la
derivada de una funcién en un punto es igual a la pendiente de la recta tangente
a la curva en dicho punto, se llega a la conclusién de que si f(x) >0 para valores
préximos y a la izquierda del punto critico x,, y ademas f(x) < 0 para valores
proximos y a la derecha de x,, entonces X, es un punto de maximo local. Por un
procedimiento similar se puede inducir el criterio para la existencia de un punto
de minimo local.

c) Induccién Incompleta.
Este principio se basa en la observacion de una serie de hechos particulares,
los cuales llevan a suponer que lo mismo que ha sucedido en esos casos
particulares se cumplira también para la generalidad de los casos posibles.

Ejemplo1:
Se quiere encontrar una férmula que permita calcular con rapidez la suma de
los primeros n numeros pares:
Se observa que: 2+4 =6 =2.3
2+4+6 =12=3.4
2+4+6+8=20=4.5
2+4+6+8+10=30=5.6

10



De la observacion de estos resultados particulares se induce que la suma de
los primeros n numeros pares es: 2+4+6+...+2n = n(n+1)

Es bueno hacer notar que esto es solamente una suposicion. Su demostracion
matematica puede realizarse por el método de induccién completa.

Ejemplo2:
Se presentan dos tipos de problemas, ya conocidos por los estudiantes, cuyas
soluciones pueden obtenerse mediante el calculo de integrales definidas:
El calculo del area bajo una curva.
El calculo de la distancia recorrida por un movil a partir de su velocidad con
respecto al tiempo.
Se destacan un conjunto de propiedades esenciales que son comunes a
ambos tipos de problemas y se induce que esas propiedades son también
comunes a todos los tipos de problemas que pueden modelarse mediante una
integral definida. De esta manera, mediante induccién incompleta, se obtiene
una caracterizacion general de todos los tipos de problemas que pueden
modelarse mediante una integral definida. Aunque debe aclararse a los
estudiantes que esa caracterizaciéon esta demostrada mediante un teorema
matematico.

d) Consideracion _de casos especiales o casos limites.

Ejemplo1:
Se desea deducir una féormula para calcular el area total de un cubo, cuando ya
los alumnos conocen que el area total de un ortoedro se calcula a través de la
férmula A=2ab+2ac+2bc. Como el cubo es un caso especial de un ortoedro
que cumple que a=b=c, sustituyendo en la férmula las variables b y ¢ por a, se
obtiene: A=2.a.a+2.a.a+2.a.a=6a®> y de esa manera se obtiene la férmula
deseada.

Ejemplo2:
Después que se ha presentado la formula para la derivada del cociente s de
4
las funciones derivables f y g (con g (x) # 0). Es decir,(ij = M se
g g

puede obtener una férmula para la derivada de l, (con g (x) # 0), como caso
g

2
g

. . . g 1) !
especial de la derivada de un cociente, obteniéndose que (—J --£
g

e) Analogia.

Ejemplo1:

11



Se desea introducir la formula para calcular el volumen de un cono. Los
alumnos conocen que la formula para calcular el volumen de una piramide es
V=1/3 Ag.h. El profesor hace notar la analogia que existe entre la piramide y el
cono con relacion al prisma y al cilindro circular recto respectivamente. De ahi
se induce que el volumen del cono es:

V=1/3 Ag.h.=1/3 11.r*h.

Ejemplo 2

Cuando se van a estudiar las integrales iteradas en el célculo de integrales
multiples, es conveniente establecer la analogia que existe entre este
contenido y las derivadas parciales. Se recuerda a los estudiantes que para
determinar la derivada parcial con respecto a una variable x; de una funcion de
varias variables, se deriva la funcion con respecto a esa variable x; y se
consideran como constantes todas las otras variables. De forma analoga, para
calcular la integral iterada con respecto a una variable x;, de una funcién de
varias variables, se integra la funcion con respecto a esa variable x; y se
consideran las restantes variables como constantes.

f) Generalizacién

Ejemplo1:
Se conocen las leyes de las potencias para exponentes enteros cualesquiera y
se pregunta a los estudiantes si estas leyes se cumpliran también cuando los
exponentes son numeros racionales en general, introduciéndose asi las leyes
de las potencias para exponentes racionales.

Ejemplo2:

Cuando se comienzan a calcular derivadas parciales, después de haberse
dado la definicién correspondiente, puede preguntarse a los estudiantes si sera
posible aplicar aqui las tablas de derivadas inmediatas que ya ellos conocen
para las funciones de una variable. La respuesta es afirmativa, porque al
calcular la derivada parcial de una funcién con respecto a una variable x;, en
ese momento se esta derivando la funcién con respecto a una sola variable, ya
que las restantes se consideran constantes. Lo mismo ocurre con la aplicacidn
de las reglas de derivacion. De esta manera se generalizan las tablas y las
reglas de derivacion que ya eran conocidas por los estudiantes para las
funciones de una variable, al calculo de derivadas parciales en funciones de
varias variables.

dg) Reduccion a problemas ya resueltos

Ejemplo1:
Para deducir el teorema relativo a la suma de los angulos interiores de un
cuadrilatero convexo, basta con trazar una diagonal al cuadrilatero
descomponiéndolo en dos triangulos. Como los angulos interiores del
cuadrilatero son iguales a la union de los angulos de los dos triangulos, el
problema se reduce a la suma de los angulos interiores de cada triangulo, lo
cual ya el alumno conoce.

Ejemplo2:
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Cuando se estudian los problemas de extremos condicionados, el método mas
usado es el de los multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, en muchas
ocasiones es posible despejar una variable en la funcién de enlace y sustituirla
en la funcién objetivo, con lo que se puede reducir el problema a otro de
extremos libres, que ya es conocido por los estudiantes, y que en ocasiones
(aunque no siempre), facilita la determinacion de los extremos condicionados.

LA FIJACION

En el proceso de aprendizaje hay tres fases esenciales: la comprension, la
interiorizacion (segun Galperin transcurre en cuatro etapas) y la fijacion.

Para apropiarse de un nuevo conocimiento, hay, en primer lugar, que
comprenderlo. Ahora bien, contrariamente a lo que piensan algunos profesores
noveles, esto es necesario pero no suficiente. Como diria Talizina: “No es lo
mismo comprender que aprender”. De nada vale que un profesor logre hacerse
entender perfectamente en la exposicion de un contenido si no logra que los
estudiantes interioricen y fijen ese contenido. Muchos en algun momento han
experimentado esa realidad.

A veces un profesor se incomoda porque sus alumnos no dominan objetivos de
grados anteriores que les resultan necesarios, pero estas situaciones hay que
enfrentarlas con espiritu realista. Esto no significa, en todos los casos, que
esos alumnos no dominaron en algun momento esos objetivos. Es posible que
muchos de ellos lo hayan olvidado, porque el olvido es un proceso
caracteristico en todos los seres humanos y el trabajo del profesor con la
fijacion hay que desarrollarlo a corto plazo y a largo plazo. Dicho de otra
manera, de la misma forma que el profesor se preocupa por reactivar los
conocimientos que componen el programa de estudio del curso, para que los
alumnos mantengan el dominio de los objetivos fundamentales, ha de
preocuparse también, cuando sea necesario, por reactivar conocimientos de
grados anteriores. Si los contenidos dentro de un mismo semestre se olvidan,
¢,€cOmMo no se van a olvidar los de unos afos para otros ?.

En Matematica se agudizan estas situaciones por la constante relacién que
tienen los nuevos contenidos con otros de grados anteriores.

Para lograr la fijacion de los conocimientos existen las siguientes formas
especiales de trabajo: Ejercitacidon, profundizacién, aplicacion, sistematizacion y
repaso.

La ejercitacion es la ejecucién de una actividad en forma repetida y tiene
como objetivo fundamental crear habilidades y habitos en la actividad. Por
ejemplo, cuando se quiere que los alumnos adquieran habilidad en la solucién
de ecuaciones fraccionarias, se desarrolla una ejercitacion en la que se
resuelvan varias ecuaciones, con el objetivo de que los alumnos fijen y
automaticen el procedimiento a seguir.

Para desarrollar habilidades en el calculo de integrales definidas se realiza una
ejercitacion en la que se resuelvan ejercicios variados, donde los estudiantes
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tengan que reconocer la necesidad de aplicar uno u otro método de integracion
de forma independiente.

Para que la ejercitacion cumpla su contenido el profesor debe tener en cuenta
que los ejercicios tienen que estar graduados en orden de dificultad y en
correspondencia con el nivel de asimilacion de los estudiantes. Los ejercicios
deben ser variados para que la clase no se torne mondétona. Debe tratarse que
al inicio de la clase los alumnos tengan éxito en su trabajo para que les sirva de
estimulo. Ademas, es bueno senalar que no solamente es importante la
cantidad de ejercicios que se resuelvan, si no fundamentalmente la calidad y el
dominio con que se resuelvan.

La profundizacion consiste en tratar de adquirir conocimientos mas profundos
sobre un contenido dado. Esta variante de trabajo con la fijacion es la que mas
similitud tiene con la elaboracion de una nueva materia. Los problemas
planteados no deben resultar demasiado dificiles para que no conspiren contra
el interés de los alumnos.

Ejemplo1:
Después que los estudiantes han adquirido ciertas habilidades en la aplicacion
de la formula de resolucion de ecuaciones de segundo grado, se les plantea la
tarea de resolver ecuaciones fraccionarias y con paréntesis que conduzcan a
ecuaciones de segundo grado. Igualmente se les plantea resolver ecuaciones
literales de segundo grado. De esta manera se profundiza en el concepto de
ecuaciéon de segundo grado y en los métodos de solucién de la misma.

Ejemplo2:
Después que Ilos estudiantes hayan desarrollado habilidades en la
determinacién de extremos locales de funciones de dos variables se les
plantean algunos problemas donde se requiera determinar los extremos locales
de funciones de tres variables, ampliandose asi la gama de posibles problemas
a resolver de esta indole.

En la aplicacién (algunos la consideran como una funcién didactica y no como
parte de la fijacion), el objetivo fundamental es capacitar a los alumnos para
aplicar los conceptos y contenidos matematicos en situaciones de la vida
practica o relacionados con otras asignaturas. La resolucién de problemas es
una tarea tipica dentro de esta actividad. De gran importancia resulta
desarrollar habilidades en los estudiantes para la aplicacion de los
conocimientos, por cuanto, en sus vidas futuras como trabajadores deben estar
en posibilidad de aplicar lo que han aprendido. Esto permite, ademas, a los
estudiantes valorar la utilidad de la Matematica en la vida, no pensar en la
Matematica como en un conjunto de conceptos que no tienen utilidad, sino
como algo util y valioso. Los problemas que se seleccionen deben ser reales y
lo mas relacionados posible con el medio ambiente y los intereses de los
educandos. Deben contribuir al desarrollo de las convicciones morales de los
estudiantes.

Como ejemplo se puede citar cuando los estudiantes interiorizan un conjunto de
propiedades esenciales que caracterizan a todos los problemas que pueden
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modelarse mediante una derivada y otro conjunto de propiedades que
caracterizan a su vez a todos los problemas que pueden modelarse mediante
una integral definida, y a continuacién se les comienzan a presentar problemas
para que ellos decidan si cumplen o no alguno de esos conjuntos de
propiedades, y si se puede, por tanto, resolver o no cada problema aplicando
alguno de esos contenidos matematicos.

En la sistematizacién se conciben diferentes contenidos como componentes
de un sistema de conocimientos. Es decir, se buscan las propiedades comunes
a varios contenidos y se integran en conceptos mas amplios. Estos contenidos
se comparan para encontrar analogias y diferencias con el propésito de hacer
generalizaciones. En la sistematizacion se desarrollan importantes operaciones
l6gicas, tales como la comparacion, la generalizacion, el analisis y la sintesis.
La sistematizacion permite ordenar y estructurar los conocimientos en una
forma logica. Una buena sistematizacion contribuye grandemente a la fijacion
de los conocimientos. Los conceptos aislados se olvidan con mucha mas
facilidad que si estan integrados en un sistema, porque entonces, recordar una
parte cualquiera del sistema permite generalmente recordarlo en su totalidad.
Ejemplo1:

En la unidad de Geometria del Espacio se estudian los cuerpos: Prisma,
Cilindro Circular Recto y Cilindro Anular Recto. Cuando se van estudiando
estos cuerpos por separado se introduce una férmula para calcular el volumen
de cada uno de ellos. Para el prisma V=Ag.h, para el cilindro circular recto
V=nr*h y para el cilindro anular V= n(r?-r%; ).h. Después de estudiadas estas
féormulas por separado, se debe hacer notar a los alumnos que aunque en
apariencia son bastante diferentes, se apoyan las tres en un mismo principio
basico, que es el producto del area de la base por la altura, s6lo que cada una
de ellas tiene una base diferente, pero que los alumnos han aprendido ya a
calcular en etapas anteriores. Esto facilita grandemente la memorizacién y da
una idea mas clara y comprensible de las férmulas; se presentan mas légicas.

Ejemplo 2:

Cuando se estudian las funciones de varias variables se calculan derivadas
parciales de funciones simples de dos O mas variables, de funciones
compuestas, de funciones implicitas y de sistemas de funciones implicitas.
Después que se han desarrollado cada uno de estos contenidos por separados,
es necesario realizar una sistematizacién, donde se destaquen Ilas
caracteristicas que permiten identificar cuando se esta en presencia de cada
una de las formas anteriormente sefialadas, precisando cuales son sus
semejanzas Yy diferencias y cual es el procedimiento que debe seguirse para
calcular la derivada parcial en cada caso. De esta manera se integran e
interrelacionan todas las variantes anteriores en un sistema Lo mejor es, al
inicio de una clase, plantear un conjunto de ejercicios que contengan todos los
tipos de derivadas anteriores y procurar que los estudiantes traten de
identificarlas, para que logren precisar cuadles son las caracteristicas que
distinguen a cada tipo.

Por ultimo se tiene el repaso. Este es un concepto mas amplio que puede
contener como casos particulares a cualquiera de las formas anteriormente
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expuestas. El repaso tiene como objetivo fundamental reactivar los
conocimientos adquiridos con anterioridad para fijarlos en la memoria.

Se realiza en diferentes situaciones. Esta, por ejemplo, el repaso introductorio
que se efectua al inicio de la clase para asegurar el nivel de partida, el repaso
ocasional que a veces es necesario hacer durante el desarrollo de la clase; el
resumen parcial o final de la clase y la clase de repaso que se planifica al final
de una unidad o al final de un semestre.

El repaso se debe efectuar con regularidad y formas variadas. Un primer
repaso se puede desarrollar al poco tiempo de impartido el contenido, después
se pueden ir realizando con intervalos de tiempos mayores. Hay determinados
contenidos en Matematica que necesitan repasarse periddicamente en el nivel
medio, tales como: los productos basicos, las operaciones de calculo con
nameros naturales y con numeros racionales en notacién decimal y
fraccionaria. Es un error pensar que se pierde mucho tiempo si se repasa. Por
el contrario, la mejor forma de ganar tiempo es repasando lo que el alumno
necesita que se le repase. Es claro, deben repasarse solamente los conceptos,
generalizaciones, procedimientos de calculo, etc, que sean mas importantes.

Es bueno destacar que todas estas formas de llevar a cabo la fijacion,
aparecen en general estrechamente relacionadas y en muy raras ocasiones se
manifiestan en forma pura.

El profesor debe trabajar con todas estas formas para enriquecer su trabajo

pedagogico y facilitar la fijacion de los conocimientos de los alumnos y su
capacidad para aplicarlos en la practica.
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Control y valoracion del rendimiento.

Se entiende por control todo aquello que suministra informacién a profesores y
estudiantes con respecto a la medida en que se han logrado los objetivos.

El control por una parte informa al profesor sobre los resultados de su trabajo,
le permite valorar la eficiencia con que ha desarrollado su labor educativa y
detectar los fracasos que se hayan producido. De esta forma le sirve de guia
para reorientar su trabajo docente en funcion de solucionar las dificultades
existentes. Por otra parte, el control informa a los estudiantes sobre el nivel que
han alcanzado en el logro de los objetivos, cudles son los objetivos que tienen
vencido y cuales no. Asi, tienen también éstos la oportunidad de conocer
dénde deben profundizar mas en sus estudios.

En un sistema de evaluacion donde existan evaluaciones sistematicas,
parciales y finales, las actividades de control sistematico cumplen a cabalidad
el rol informativo, siempre y cuando se realicen en forma objetiva y se tenga
una visioén clara de la concepcion en que se fundamenta la evaluacion.

Los controles sistematicos constituyen el primer enfrentamiento que los
estudiantes tienen con la materia de ensefianza en el plano evaluativo, ofrecen
la primera informacién precisa a profesores y alumnos de la medida en que se
han logrado los objetivos propuestos, de cdmo y con quién es necesario
trabajar nuevamente, qué es lo que en realidad se ha obtenido ya y que falta
por obtener aun, con la ventaja de que las dificultades pueden detectarse en
forma relativamente inmediata y en pequefias proporciones, lo cual facilita el
trabajo encaminado a resolverlas. Esta es realmente la funcion principal que
desempenan las actividades de control sistematico.

Los resultados de las evaluaciones parciales muestran en un marco mas
amplio el nivel alcanzado en relacion con los objetivos a lograr en una etapa
determinada del curso. También es necesario aqui valorar objetivamente los
resultados que se obtengan y trazar un plan que permita ir erradicando las
dificultades que aun persistan.

Finalmente en los resultados de las pruebas finales se pone de manifiesto el
logro alcanzado por los estudiantes y profesores en el transcurso de todo un
semestre.

Ahora bien, para que la evaluaciéon cumpla los objetivos que se persiguen con
ella, hay que interiorizar verdaderamente cual es su funciéon y para qué se
realiza. Por ejemplo: En un curso determinado se considera que un alumno
debe apropiarse de una serie de conocimientos y desarrollar un conjunto de
habilidades para que se pueda valorar que ha vencido los objetivos necesarios
y que esta en posibilidad de pasar al curso inmediato superior. Para saber si
esos objetivos se han vencido o hasta qué nivel se ha logrado esto, se
establecen las evaluaciones. Pero téngase en cuenta que lo importante es que
los alumnos venzan los objetivos y que para ello disponen de todo el tiempo en
que se desarrolla esa etapa evaluativa. Esto quiere decir, que cuando se
detecte que un alumno no domina un objetivo importante en cualquier etapa del
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curso, debe tratarse de remediar esa dificultad lo antes posible para que
cuando culmine la etapa haya adquirido el nivel requerido en el vencimiento de
los objetivos propuestos. La evaluaciéon es un instrumento para medir el nivel
de vencimiento de los objetivos y hay que verla en todo momento en esa su
verdadera funcién. Si se aplica correctamente una evaluacion y los resultados
no son buenos, significa que los objetivos no se han vencido en la forma
deseada y que hay que trabajar nuevamente con ellos para lograrlo. Pero hay
algo que es evidente; si la evaluacion no es aplicada de una forma correcta no
puede emanar de ella informacion verdadera. Esta vision es necesaria también
para entender por qué se evalua un mismo objetivo en diferentes ocasiones;
porque se pretende con esto valorar el grado de desarrollo y profundidad que
se ha alcanzado en diferentes etapas y la medida en que se han solucionado
las dificultades que se manifestaron en momentos anteriores, asi como la
solidez de los conocimientos adquiridos.

Dada la importancia que reviste la correcta aplicacion de las evaluaciones, se
haran algunas sugerencias especificas para su mejor desenvolvimiento:

e Todo lo que incida en la evaluacion cualitativa del estudiante tiene que
ser cuidadosamente planificado.

e Las evaluaciones se realizaran siempre sobre objetivos importantes de
la asignatura.

e Al elaborar un proyecto de prueba, garantizar que su contenido esté en
correspondencia absoluta con el nivel de asimilacidén de los estudiantes.

e Todos los ejercicios que formen parte de una evaluacién deben ser
resueltos por el profesor antes de ser aplicada la evaluacion, para evitar
que puedan surgir dificultades imprevistas y para hacer un prondstico del
posible tiempo que necesitaran los alumnos para resolverla, teniendo en
cuenta que en un examen de Matematica los estudiantes pueden
necesitar como promedio 4 veces el tiempo que necesita el profesor.

e La calificacion de un ejercicio evaluativo debe hacerse atendiendo a la
importancia de los pasos realizados con respecto a los objetivos que se
estdan midiendo y no en dependencia del grado de dificultad de los
pasos.

e Velar por la honestidad con que los estudiantes realicen las actividades
evaluativas.

e Los resultados de las evaluaciones deben ser analizados de forma
critica con los alumnos en el tiempo mas breve posible. Ellos deben
adquirir conciencia de sus logros o fracasos.

e Se estimularan a los estudiantes que hayan obtenido las mejores
calificaciones y se resaltaran los logros de otros menos aventajados. En
general, se creara un ambiente psicologico estimulante que promueva el
interés por la obtencion de buenos resultados.
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UN EJEMPLO PARA MOSTRAR LA UTILIZACION DE ALGUNAS DE LAS
FUNCIONES DIDACTICAS EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA EN
EL NIVEL SUERIOR.

En el ejemplo que sera desarrollado, se podra observar la utilizacion de las
primeras funciones didacticas.

Tematica:
Derivada de una funcién en un punto. Funcién derivada. Derivadas de algunas
funciones elementales. Reglas de derivacion.

Objetivos:

Interpretar las definiciones de derivada de una funcion real en un punto y de
funcion derivada.

Identificar las derivadas de las funciones reales mas usadas y las reglas de
derivacion de la suma, el producto y el cociente de funciones.

MOTIVACION

Una vez que el profesor haya dado a conocer la tematica de la clase, puede
propiciar que sus estudiantes se sientan interesados, inicialmente, por el
aprendizaje del nuevo contenido, comentando acerca de los siguientes
aspectos:
-La gran importancia que tiene el nuevo concepto que sera estudiado en la
clase.
-Quiénes fueron sus descubridores, haciendo una breve resefa de las
biografias de éstos, y de las discrepancias que surgieron posteriormente entre
ellos, con relacion a la primacia del descubrimiento, al igual que entre sus
respectivos seguidores.
-Las principales situaciones practicas que impulsaron el surgimiento del calculo
diferencial:
e EIl calculo de la velocidad instantanea de un cuerpo conociendo su
desplazamiento con respecto al tiempo.
e La determinacion de la pendiente de la recta tangente a una curva en un
punto.
e La determinacion de los maximos y minimos de una funcion.

ASEGURAMIENTO DEL NIVEL DE PARTIDA.
(Esta en dependencia de como se desarrollara la clase)
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Es necesario recordar:
e Qué significa el movimiento rectilineo uniforme y cual es la formula que
se utiliza para calcular la velocidad de un mavil que tiene este tipo de

movimiento.

e (CoOmo se calcula la velocidad media de un moévil en un intervalo de
tiempo [a,b].

e Cual es la formula que describe el desplazamiento de un cuerpo en
caida libre.

e Los aspectos del calculo de limites que se consideren necesarios, en
dependencia de los ejemplos de calculos de derivadas de funciones,
aplicando la definicidn, que se vayan a desarrollar.

ORIENTACION HACIA EL OBJETIVO

El profesor puede expresar lo siguiente:

El concepto de derivada que sera estudiado en la presente clase esta
estrechamente relacionado con el concepto de division.

La derivada surge por la necesidad de solucionar un conjunto de problemas
que bajo determinadas condiciones pueden ser resueltos mediante una
divisién, pero que al variar algunas de esas condiciones ya no es posible
resolverlos dividiendo.

Ejemplo:
Cuando un movil se desplaza con un movimiento rectilineo uniforme durante un
intervalo de tiempo [a,b], los incrementos de su desplazamiento son
directamente proporcionales a los incrementos del tiempo, su velocidad es
constante en cada punto del intervalo de tiempo [a,b], y esa velocidad puede
calcularse mediante una division:

As _ S(b)-S(a)
At b—a

V=

Pero, ¢como calcular la velocidad de un moévil en un instante de tiempo dado,
cuando los incrementos del desplazamiento no son directamente
proporcionales a los incrementos del tiempo; es decir, cuando la velocidad no
es constante en el intervalo de tiempo?

En la clase de hoy se estudiard& como resolver este tipo de problemas.
Precisamente, el propio proceso de solucidn de uno de estos problemas,
conducira a la definicibn de derivada de una funcion real en un punto. De
manera que, lo que se ira haciendo en la primera parte de la clase, sera con el
objetivo de llegar a la definicion de este importante concepto matematico.
Después, se comenzaran a estudiar algunos aspectos relacionados con el
célculo de derivadas.

ELABORACION DEL NUEVO CONTENIDO:
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Para obtener la definicién de derivada de una funcion en un punto, se partira de
un problema de la vida practica: El calculo de la velocidad instantanea de un
cuerpo, en caida libre, en un momento dado. En la solucién de este problema
se aplicaran los principios heuristicos de analogia y de casos limites,
destacando la relacion existente entre determinados problemas que se
resuelven mediante divisiones y otros cuyas soluciones conducen al calculo de
derivadas.

El profesor puede iniciar esta etapa de la clase diciendo:

El problema que sera abordado a continuacién, y que permitirda arribar al
concepto de derivada, es el siguiente:

El desplazamiento de un cuerpo en caida libre, con respecto al tiempo, puede
expresarse aproximadamente por la funcion S(t)=5t° (mas exacto seria
S(t)=4,9t%), estando S(t) expresado en metros y t en segundos. Determinar la
velocidad del cuerpo para t=2.

SOLUCION:

;. Sera constante la velocidad de cuerpo?. ;Podra obtenerse la velocidad
mediante una division?

Evidentemente, la velocidad en este caso no es constante, se va
incrementando segun va aumentando el tiempo.

La velocidad instantanea del cuerpo para t=2 no puede obtenerse mediante
una division. No obstante, se podrian obtener aproximaciones de esa velocidad
instantanea, si se calculan las velocidades medias del cuerpo durante
diferentes intervalos de tiempo que contengan al punto t=2. Por ejemplo:

S(6)-S(2) _ 5.6 -52° _536-4) _ 40

En el intervalo [2;6], V(2)~
6—-2 6-2

SH-SQ)_ 54" -52" _ 5(16-4) _ 4,
4-2 4-2 2

En el intervalo [2;4], V(2)=

S3)-S2) _ 53°-52° _50-4) _

En el intervalo [2;3], V(2)= =25
3-2 3-2 1

N S(2,5)-8(2) _ 5.(2,5)* -5.2° _ 3(6,25-4) _

En el intervalo [2;2,5], V(2)
2,5-2 2,5-2 0,5

22,5

¢ Que sucedera con el valor de la velocidad media, si se continua reduciendo
cada vez mas la longitud del intervalo de tiempo?.
¢ Podra aplicarse el concepto de limite aqui?
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Si se consideran intervalos de tiempo de la forma [2;2+ At], donde At tienda a
cero, ;como podria expresarse la velocidad a través del limite?. ;Qué
respuesta podria darse, si se pidiera hacer una estimacion de la velocidad en el
punto t=27

Se les ira dando tiempo a los estudiantes para que mediten acerca de las
preguntas formuladas, y para que emitan sus respuestas.

En elaboracidn conjunta, mediante las preguntas y respuestas, se pueden ir
obteniendo las siguientes conclusiones:

Es de esperar que cuanto menor sea la longitud At del intervalo de tiempo de
la forma [2;2+ At], mas proxima estara la velocidad media en ese intervalo, de
la velocidad exacta del cuerpo en el instante t=2.

Podria calcularse, entonces, la velocidad del cuerpo en el punto t=2,como:
V(2)= lim SQ2+At)-5(2)
At—0 At
En ese caso, a este limite se le denomina la derivada de la funcién S(t)= 5t* en

el punto t=2.

, Si es que este limite existe.

Calculando el limite se obtiene:

2 _ 2 _
o SQHADT=20_ 5|4+ 4a¢ + (a0 =20 _

2
V(2)= . 201+ 5(A1)

li
At—0 At At—0 At At—0 At

= lim (20+ At)=20

At—0

La velocidad del cuerpo en el instante t=2 es de 20 m/s (porque el
desplazamiento esta dado en metros y el tiempo en segundos).

Puede expresarse también que S'(2)=20, lo cual significa que la derivada de la
funcién S en el punto t=2 es igual a 20.

Es posible, entonces, dar la definicion formal de derivada de una funcién en un
punto.

Definiciéon: Derivada de una funciéon en un punto.

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contenga al punto Xo.

Entonces, si existe lim Jx + A) = f(x,)
At—0 A)C

Este limite se denomina la derivada de la funcién f en el punto Xo.

A partir de este momento, la clase puede continuar desarrollandose de la
siguiente forma:
e Presentar la definicion de funcién derivada.
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e Calcular la derivada de la funcién definida por f(x)=5x?, aplicando la
definicion estudiada.

e Evaluar esa derivada para x=2, con lo cual se resuelve el mismo
problema original de la clase.

e Presentar una tabla con las derivadas de las principales funciones
elementales.

e Dar a conocer las principales reglas de derivacion.

e Resolver ejemplos, en elaboracion conjunta con los estudiantes, donde
se utilicen la tabla de derivadas y las reglas de derivacién que fueron
estudiadas.

e Hacer un resumen de los principales aspectos tratados en la clase.

e Oirientar el estudio individual de los estudiantes.
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